Propuesto por César Beade Franco, | E. 5. Fernando Blanco, Cee, A Corufia.

Problema 703.- Dado un friangulo, fracemos desde un punto paralelas o coda lado. Deferminan 6 puntos sobre los lodos del
triangulo que estan sobre una conica.

£Donde ha de estar situado este punto paro que la conica seo una parabola?
Beade, C. (2014): Comunicacion personal.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

Directriz

A

Usaremos coordenadas baricéntricas homogéneas respecto al tridngulo AEC para resclver el problema. Sea P{iu:1:w). La
recta del infinito tiene ecuacion ¥ +v+z=10. Una recta paralela al lado AEque pase por Ptiene por ecuacion

wix +v) —{u+v)z = 0. Esta recta encuentra a la recta BC en el punto 44 (0:u + v:w) yalarecta AC en By{u + v:0:w).

De igual modo la recta paralela a AC por P tiene ecuacion v(x +z) —(u+w)y =0y corta al lado ABen Cy{u+w:r:0)y a
ECen A;(0:v:u+ w),

Por ultimo la paralela a BC por P, de ecuacién u{y +z) — (v + w)x = 0 corta al lado ABen Co{w:v +w:0) y al lado AC en
Bo{u:0:v + w).

Segun el teorema de Pascal sabemos que hay una conica gue pasa por esos seis puntos. Sera una parabola cuando todos sus
diametros sean rectas paralelas. Como un diametro se obtiene uniendo los puntos medios de dos cuerdas paralelas,
calcularemos dos de ellos y cuando resultan paralelos.

Las cuerdas A1Asy B2C5son paralelas. Su punto comin, sobre la recta del infinito es P (0: 1: —1).

El punto medio Xy de la primera es el gque hace que la cuaterna {ALAEIPM.&}] sea armaonica.

1 1
Teniendo en cuenta que = Ay ——A; = P, deducimos que

1 1 .
X = EAI +HA: =(0:u+2v:u+2w)

Para la segunda, buscaremos X tal que también sea armadnica la cuaterna {E‘:, C:.Pmﬁ':].

. -1 1
Aguitenemos 5, + ', = P, portanto
rw rw
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X, = B. + Co=2u:v+wiv+w)
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La ecuacion del diametro que se obtiene uniendo estos dos puntos medios es:

x v z
0 u+2v u+2w|=0 qguedesarrcllado da

2u v+w viw )

w?—wix+ulu+ 2wy —uwlu+2v)z=10

El punto del infinito de este diametro (su interseccioncon X + v+ 2z =0} es
Xo=lulu+2w)+ulu+2v): —ulu+2v) - —w?): @2 —w?)—ulu+2w))
= (2w —u—1:v—u—w).
Las cuerdas A1 By y 0105 son paralelas. Su punto comun, sobre la recta del infinito es R..{1:—1:0].

lgual que antes, se tiene

(—A; +B)) = Ru =~ (Cy = C2)
u+v- 1 1A= B Tyl .

Por tanto, los puntos medios respectivos son
1 - 1, .
Yi=— (A +B)=ut+rutv:2wly Yo =—{C; + C5) = (2u+w: 2v + w: 0).
utw W

X v z
La ecuacion del didmetro Yy¥res: |u+v  u+v 2wl =0 obien
) ) 2u+w Zv+w 0
wi2r+wlx—wllut+wlv+{u—vi)z=10

El punto del infinito de esta recta es
Y. = {—w{Eu +wl — (=il - —w2v+wh:w2v +w) +w2u + w}:l =

(v—u—wiu—1v—w:2w)

La conica serd una parabola cuando sea X.. = Y. Eso equivale a

2u Ww—u—1mv v—1u—w

—u—w U—1T— W 2w

Tomando la primera vy la dltima de estas razones resulta:
duw = {u —v +w)2.
En resumen: El punto P ha de verificar la ecuacion 4xz={x —y +2)2

El lugar geométrico al gue ha de pertenecer P es, pues, una conica. El corte con la recta del infinito (x + v+ 2z = 0) nos lleva a

la ecuacion x? + z% + xz = 0, que no tiene ninguna solucién real, se trata, por tanto, de una elipse.

En forma matricial se puede poner

(x v z) ( -1 1 -1 (_‘!-’) =0

El centro es el polo de la recta del infinito, esto es, la solucion del sistema
ra .l _l _l -x- -".l
(—'l 1 -1 (_‘!-") = ('l
—1 -1 1 z .1

Se obtiene el punto G{1:1: 1), el baricentro del triangulo.

La elipse estd inscrita en el tridngulo ABC, basta ver que las rectas x = 0, v =0,z = 0la cortan en un punto de cada lado
Unicamente, los puntos (0: 1: 1), (1:0: 1)y (1: 1: 0) respectivamente. Se pueden obtener los puntos diametralmente opuestos
a los puntos medios calculando la interseccidn de la conica con cada una de las medianas de ecuaciones ¥ =V, ¥V =Z,Z = X.
Asi se obtienen los puntos (1: 1:4), (4: 1: 1)y (1:4: 1),

Es la conocida como elipse inscrita de Steiner, con centro en el baricentro del triangulo y tangente en los puntos medios de los
lados (en el problema 561 de esta revista ya apareciao la elipse circunscrita de Steiner).



