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Problema 707

Dado un triangulo ABC, ¢ddnde estan situados los puntos para los que coincide el area
de su triangulo pedal con el értico de ABC?
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Tenemos un triAngulo ABC. Debemos hallar el lugar geométrico determinado por
los puntos del plano para los cuales el area de los respectivos tridngulos pedales coincide

con el area del triangulo 6rtico de ABC.

Sin pérdida de generalidad, establezcamos un sistema de coordenadas
rectangulares de modo que las coordenadas de los vértices A, B y C sean (m, 0), (n, 0)
y (0,1), respectivamente, con m < n (figura 1). Esta eleccion del sistema de
coordenadas permite determinar, con relativa facilidad, las coordenadas de los pies de las
proyecciones ortogonales de un punto P del plano sobre las rectas que contienen los

lados del triangulo.
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Figura 1



Nétese que ABC no puede ser un triangulo rectangulo (recordemos que si un
triangulo es rectangulo, el triangulo értico se degenera en un segmento). Por tanto,
ninguno de los tres angulos internos de ABC puede ser recto. Ahora bien, es evidente
que el angulo en A es recto si, y solo si, m = 0. También, el &ngulo en B es recto si, y

sélo si, n = 0. Pero, ¢qué pasa con el angulo en C ?. Nétese que las pendientes de las

— — . _1 -1 , .
rectas AC y BC son, respectivamente, ™ y e El ngulo en C esrecto si, y

. 1 . . , . .
sblo sii — = — 1. Es decir, si y s6lo si, mn + 1 = 0. En consecuencia, debemos
mn

considerar las siguientes restricciones:

e m#0
e n#0
e mn+1#0

Sea P un punto del plano del triangulo ABC. Supongamos que sus coordenadas
en el sistema rectangular establecido son (h, k). Determinemos las coordenadas de los
pies de las perpendiculares trazadas desde P a las rectas que contienen a los lados del
triangulo dado.

Las ecuaciones de las rectas que contienen los lados del tridngulo son:

— —

E:yzo AC:y=_—n11(x—m) (1) BC:y=_—;(x—n) 2

El pie de la perpendicular desde P(h, k) alarecta AB es D(h, 0).

¢,Cuales son las coordenadas del punto E, pie de la perpendicular desde P a AC 2.

La ecuacion de la recta que pasa por P(h, k) y es perpendicular a AC es
Li:y—k=m(x—-h) (3)

Determinemos la interseccién de L; y AC. De Q) vy (3),

m? +1

-1 -1
—m(x—m)—k:m(x—h):;x +1-k=mx—-mh = x=mh-k+1

m2h—-mk+m

= X=
m2+1



_ -1 _ —1 /m2h-mk+m _ -mh+k-1 _ —-mh+k-1+m?+1
Luego, y=— (X—-m)=— (— 2 —m)=" "4 1=
m m m2 +1 m2 +1 m2 +1
—mh + k + m?
= =—
m2 +1

Asi, el pie de la perpendicular desde P(h,k) a AC es el punto

m2h—mKk+m -mh + k + m?
E 5 ,
ms +1 m?2 +1

¢, Cuales son las coordenadas del punto F, pie de la perpendicular desde P a BC 2.

La ecuacion de la recta que pasa por P(h, k) y es perpendicular a BC es
L:y—k=n(Xx-h) (4

Determinemos la interseccién de L, y BC. De 2y 4,

2

-1 -1 n?+1
—(x—n)—k=n(x—h):>—nx +1-k=nx-nh = x=nhh-k+1
n
n’h—nk+n
= X= ————
nZ+1
_ -1 _ —1 /n2h—nk+n _ -nh+k-1 _ -nh+k-1+n%+1
Luego, y == (x=m) = — (R - n) =4 1=
—-nh + k + n?
> y=———
y nZ+1

Asi, el pie de la perpendicular desde P(h, k) a BC esel punto

(nzh—nk+n —nh + k + n? )
n2+1 ’ n?241

El triAngulo DEF es el triangulo pedal del punto P respecto al triangulo ABC. En
la figura 2 vemos un punto Py su respectivo triangulo pedal DEF.
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Figura 2

Ahora bien, el triangulo értico del triangulo ABC es el triangulo pedal de su

ortocentro y sus vértices se denotan por Ha, Hg Y He, segun dichos vértices se encuentren

en las rectas (B_C), AC y E, respectivamente. En nuestro caso, las coordenadas del
ortocentro de ABC son (0, — mn). Por tanto, haciendo h=0 y k=-mn en las
expresiones que definen las coordenadas de los vértices del triangulo pedal del punto
P(h, k), obtenemos las coordenadas de los vértices del triangulo 6rtico de ABC. Son las

siguientes:

n(mn+ 1) n(n—m) \,. m(mn+ 1) m(m—n) Y\,
HA( n2+1 ’ n?2+1 )’ HB(m2+1 "'mZ+1 )’ Hc(0, 0)

En la figura 3 se ilustra el tridngulo ortico de ABC vy el triangulo pedal de un punto

P. La pregunta es: ¢cual es el lugar geométrico de los puntos P para los cuales el area

de los triangulos HAHgHc: y DEF son iguales?. Procedamos a determinar las areas de

estos tridngulos. Ya que conocemos las coordenadas de sus vértices, aplicaremos

determinantes.
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Comom? + 1>0y n? + 1> 0, tenemos que

Im?2 + 1l =m?+1 y n2+ 1 =n%+1




Por otra parte, establecimos que m < n. Portanto, m—-n<0. Asi, [ m—n|=n-m . Por

tanto,

n—-m
(m2 +1)(n2 +1)

(HaHgHc) = Imn(mn + 1)| (5)

Calculemos, ahora, el area del triangulo DEF.

h 0 1
m?h-mk+m —-mh + k + m?
(DEF) = 2 m? + 1 m2 + 1
nZ2h—nk+n —nh + k + n?
1
nZz +1 nZz +1

Debido a la extensién de las expresiones al desarrollar el determinante, omitimos los

calculos intermedios y damos el resultado simplificado:

(DEF) = |h? + k? — (m + n)h — (mn + 1)k + mn| (6)

2(m? + 1)(n? + 1)

Igualando (6) y (5) y simplificando, tenemos que:
1
> |h? + k? — (m + n)h — (mn + 1)k + mn| = |[mn(mn + 1)|

De donde, |h? + k? — (m+n)h— (mn + 1)k+ mn| = 2lmn(mn + 1)| (7)
Recordemos que si X y y son nimeros reales, entonces |x| =|y| < X=y v X=-y
Aplicando esta propiedad del valor absoluto en (7), se afirma que

|h? + k? — (m + n)h — (mn + Dk + mn| = 2|mn(mn + 1)| <

h?+ k> —(m+nh—(mn+1)k+mn=2mn(mn+ 1) (8)
v

h?+ k? —(m+nh—(mn+ 1)k+mn= —2mn(mn+ 1) (9)

Andlisis de la expresiéon (8)

a) h’+ k® - (m+n)h—(mn+1k+mn=2mn(mn+ 1)



= h?+ k? = (m+n)h— (mn+ Dk =2m?n? + mn

(mn+1)?
4

(m+n)?
4

(m+n)? = (mn+1)?
4

=>[h2—(m+n)h+ ]+[k2—(mn+1)k+ ]=2m2n2+mn+

mam 2 mn+1\2  8m?n?+ 4mn+ (m+n)? + m?n?+ 2mn+1
:>(h_2)+(k_2): 4

m+n)2 mn+1)2 (m+n)2 +9m?n?+ 6mn+1
= (h_ 2 ) +<k_ 2 ) - 4
2 2 (m+n)? + (3mn+1)>2
- h— m+n + (k- mn+1 :( ) ( ) (10)
2 2 4
3 (m+n)? + (3mn+1)? . , _
Notese que es un numero real no negatlvo, para CualequIera

4
valores de los nUmeros reales m y n. Asi que:

(m+n)? + (3mn+1)2

a) Si "

> 0, entonces (10) es la ecuacion de una circunferencia cuyo

J(m+n)2 + (3mn+ 1)2
> .

m-+n mn+1
2’ 2

centro tiene coordenadas ( ) y cuyo radioes r =

Se afirma que el centro de esta circunferencia es el circuncentro del triangulo ABC y que
el radio r es la distancia desde el circuncentro al ortocentro.

m+n

En efecto, la ecuacion de la mediatriz del lado AB del triangulo ABC es x =

y la

., . . 1 . .,
ecuacion de la mediatriz del lado AC es y— Z=m (x — %) Hallemos la interseccién de

. + oaae .
estas rectas. Sustituyendo el valor de x = == en esta Ultima igualdad, tenemos que:

m-+n mn+1
2’ 2

Probado que las coordenadas del circuncentro son ( ) y sabiendo que las del

ortocentro son (0, — mn), hallemos la distancia d entre estos puntos.

d=

2 2 2 2
(m+n) mn+1 2 \/(m+n) Bmn+1)2 _ \[(m+n) + (3mn+1)
4 +( 2 mn) - 4 T - 2



(m+n)? + (3mn+1)2
4

coinciden. En cuyo caso, la expresion (10) representa un Unico punto, a saber, el

b) Si

= 0, entonces el circuncentro y el ortocentro del triAngulo ABC

ortocentro de ABC. Ademas, el triaingulo ABC es equilatero.

Andlisis de la expresion (9).

h? + k* —(m +n)h— (mn+ 1)k+ mn = —2mn(mn + 1)

= h?+ k? = (m +n)h — (mn + Dk = - 2m?n? - 3mn

(m+n)?

2 2 2
:>[ h? — (m+n)h + T] + [kz — (mn+ Dk + %} = — 2m?n?-3mn + & (Mot

4

- (h m+n)2 N (k mn+1)2 - 8m?n?- 12mn+(m+n)? + m?n?+ 2mn+1

2 2 - 4

2 2 (m+n)? - 7m?n%-10mn + 1

+ +1
> (h-20) + (k- 225) = (11)

2 2 4

(m+n)? — 7m?n?- 10mn + 1 _ )

En este caso, puede ser negativo para ciertos valores de

4
my n. Porejemplo,si m=1 y n=2, entonces

(m+n)? - 7m?n?—10mn+1 _ 9-28-20+1 _ -38 _ —19

4 4 4 2

Sin embargo, existen infinitas selecciones de valores para m y n para los cuales

. (m+n)? = 7m?n?-10mn + 1 i - )
la expresion 7 es un nimero positivo. Por ejemplo, sea n un

real positivo y sea m un namero real tal que — % <m < 0. Nétese que:
—ﬁ<m<0:—1<mn <0 multiplicando por n>0
= 0<mn+l<1 (12
Por otra parte, — % <m<0= 2>-2mn >0 multiplicando por —2n <0

=> 0<-2mn <2 (13)

Multiplicando (12) y (13): O0<-2mn(mn+1) <2 (14)



Ademés,—% <m<0=1>-mn>0 = 0<—-mn <1 (15
Sumando (14) y (15): 0<—-2mn(mn+1)-mn <3 =0<-2m?n?-3mn<3 (16)
Lo que importa destacar de (16) es que —2m?n?-3mn >0, si n>0 y — % <m<0.

(m+n)? = (mn+1)?

Como +

> 0, para cualesquiera reales my n, podemos afirmar que

. 1
sin>0vy —;<m<0 se cumple que:

(m+n)? + (mn+1)?
4

—2m?n?-3mn + >0

- 8m?n%- 12mn+(m+n)? + m?n?+ 2mn+1
4

=

(m+n)? — 7m?n?-10mn + 1
4

. 1 ., .z
Por tanto, si n>0 y — —<m< 0, la expresion (11) es la ecuaciéon de una

. . m+n mn+1
circunferencia con centro en ( > T,

) (el circuncentro del triangulo ABC) y cuyo

J(m+n)2 —7m?n2— 10mn + 1

radioes ry; = >

En resumen, la respuesta a la pregunta: ¢ cual es el lugar geométrico de los puntos
P para los cuales el area de los triangulos HyHgHcy DEF son iguales?, tiene la siguiente
respuesta: es la union de dos circunferencias concéntricas cuyo centro es el circuncentro

del triAngulo ABC dado y cuyos radios son

(= \/(m+n)2 + (3mn+1)2
B 2

(distancia entre el circuncentro y el ortocentro de ABC)

B \/(m+n)2 — 7m?n2— 10mn + 1
B 2

ry (siempre que (m + n)> — 7m?n? — 10mn + 1 > 0)

Dos comentarios para finalizar:

1) sieltridngulo ABC es equilatero, entonces m = %g y n=

“|%



7 30 32
O-5+5+1 |5 _ /32 _2V2
2 I

Enestecaso, r=0 y =

Luego, en general, si un triAngulo es equilatero y su altura es H, entonces el lugar
geométrico de los puntos para los que coincide el area de su triangulo pedal con el area

del triAngulo 6rtico es la unién de dos conjuntos:

1) el conjunto unitario, cuyo elemento es el ortocentro
2V2

2) la circunferencia con centro en el circuncentro y cuyo radio es I, = - H

En la figura 4 se ilustra este caso

H =556 cm
r,=925cm

Figura 4

2) En lafigura 5, las coordenadas de los vértices del triangulo son (-9, 0), (3, 0) y (0, 6).
El triangulo ortico del triangulo estad sombreado en verde. En amarillo estd sombreado el
triangulo pedal del punto P, situado en la circunferencia cuyo radio es la distancia del
circuncentro al ortocentro. En azul esta sombrado el triangulo pedal del punto Q, situado
en la circunferencia cuyo radio fue calculado mediante la expresion (11), habiendo
realizado los ajustes respectivos en la escala. Ambas circunferencias tienen su centro en

el circuncentro del triangulo.
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Figura 5




