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Problema 712.Jay Warendorff (2012): hitp://demonstrations.wolfram.com/AnAngleBisection/.
Sea ABC un tridngulo y sea A’, B’, y C’ son los puntos de contacto de la circunferencia inscrita opuestos a A, B, y C, respectiva-
mente. Sea H el pie de la perpendicular a A’C’ de B’. Demostrar que H B’ es bisectriz del dngulo AHC.

Solucién 712.(Andrea Fanchini, Canti, Italia)

Usando coordenadas baricéntricas tenemos que A'(0 : s —c : s —=b), B(s—c :0:s—a)y
C'(s —b:s—a:0). Por tanto la recta A'C" tiene ecuacién

0 s—c s—=b
s—=b s—a 0 |=0 = AC' =(s—a)x—(s=by+(s—c)z=0
x Y z

El punto del infinito de la recta A'C" es A'C. (—a:a—c:c)
Las rectas perpendicular a la recta A’C” tienen el punto del infinito

(Spla—c¢) — Scc: Scc+ Spa: —Spa— Sgla—c))=(a:—(a+c):c)

Por tanto la recta perpendicular a A’'C" de B’ tendré ecuacién

s—c 0 s—a
a —(a+c) ¢ |=0 = B'H = (s—a)(a+c)z+(s—=b)(c—a)y—(s—c)(a+c)z =0
x y z

El punto H es la interseccién entre las rectas A'C" y B'H, por tanto



H((s—b)(s—c)(a+c)—(s—b)(c—a)(s—c):(s—c)(s—a)(a+c)+(s—c)(a+c) (s—a):(s—a) (s—b) (c—a)+(s—a) (a+c) (s—D))

desarrollando y simplificando H(a(s —b)(s —c¢): (s —a)(s —¢c)(a+¢) : ¢(s —a)(s — b))
La recta AH tiene ecuaciéon

0 0
a(s —b)(s—c) (s—a)(s—c)(a+c) c(s—a)(s—0b) |=0 = AH=c(s—b)y—(s—c)(a+c)z=0
x Yy z
La recta C'H tiene ecuacién
0 0 1
a(s —=b)(s—c) (s—a)(s—c)la+c) c(s—a)(s=b) |=0 = CH=(s—a)lat+c)z—a(s—b)y =0
x Yy z

Ahora la férmula que expresa el angulo entre dos lineas es

Salgr — 1) (g2 — 12) + Sp(r1 — p1)(r2 — p2) + Sc(p1 — ¢1) (P2 — ¢2)

Sy = Scotl =

1 1 1
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Por tanto el angulo AH B’ viene dado por

Sapp = Scot AHB' = Sales=b)+(s=c)(atc))((c=a)(s=b)+(s=c)(atc)) +5p(=(s=c)(atc))(=blatc))+5c(=c(s=b))((s—a)(atc)—(c—a)(s—b),
1 1 1
0 c(s —b) —(s—c)(a+c)

(s—a)lat+c) (c—a)(s—=b) —(s—c)(a+c)

En el mismo modo el déngulo B’HC' viene dado por

Spo = S cot B HC = Salzas=b))(c=a)(s=b)+(s=c)(a+¢))+5p(=(s=a)(a+¢)) (=blatc)) +5c((s=a)(at+c) +a(s=b)) ((s=a)(a+c)—(c—a)(s—b

1 1 1
(s—a)a+c) —a(s—Db) 0
(s—a)a+c) (c—a)(s—b) —(s—c)la+c)

Ahora. haciendo operaciones, desarrollando y simplificando, se obtiene

20(a® — b* + * + 2ac)
a+c

Saup = Sp'HC = (AHB = /B'HC q.e.d.



