Problema 712.-

Sea ABC un triangulo y sea A ', B', y C 'son los puntos de contacto de la circunferencia inscrita
opuestos a A, B, y C, respectivamente. Sea H el pie de la perpendicular a A'C' de B'.
Demostrar que HB' es bisectriz del &ngulo AHC.

Jay Warendorff (2012): http://demonstrations.wolfram.com/AnAngleBisection/

Solucion de Florentino Damian Aranda Ballesteros, profesor del 1ES Blas Infante de Cérdoba.

Consideramos el triangulo ABC y su circunferencia inscrita de centro I. Sea el triangulo A’B’C’ determinado por
los puntos de contacto del tridngulo ABC con esta circunferencia.

Si llamamos p al semiperimetro del tridngulo ABC, p = %(a + b + ¢) entonces se sabe que:

A’B=BC’'=p-b; C'A=AB’=p-a; B'C=CA’=p-c;

Por tanto, del tridngulo A’B’'C’, conocemos tanto sus lados como sus angulos. Seran estos:
AC' = 2(p-b)sint B'= 90°-£
B'C = Z(p—a)sin% A = 909—%
AB = 2(p—c)sin§ C = 909—§

Asi en el tridangulo A’B’C’, la altura h;, = HB' vendrda determinada por las expresiones:

hy, =2(p — a)sin%cosg =2(p — c)singcos%


http://demonstrations.wolfram.com/AnAngleBisection/

Considerando ahora el tridngulo AB’H, el angulo en B’, 4B = % + a como puede deducirse a partir del
paralelismo entre las rectas Bl y HB’, ambas perpendiculares al lado A’C’. Por tanto, por el teorema del coseno,
podemos determinar el lado AH del modo siguiente:

AH? = by + (p — a)2 — 2(p — @)y cosE +7)

Procediendo de forma andloga con el tridngulo CB’H, podemos también establecer el lado CH de la forma:
2 _p 2 2 B

CH® = hy," + (p — )" = 2(p — ©)h, cos(5 + @)

o - ., AH?  (p—-a)? , .
Si finalmente probamos que se verifica la relacion i (p—)z, esto sera suficiente para demostrar que, en
p—cC

efecto, HB' es la bisectriz del angulo AHC.

Nos disponemos pues, a demostrar dicha proporcion en el caso general (a # c).
Si a=c, el resultado seria trivial.

2 (p—a)?
2%: (I;—Z)Z & AH?*(p — ¢)?> = CH?*(p — a)?

(hbz + (p—a)®>—2(p — a)h, cos (§+ y)) (p—c)? = (hb2 + (p—c)?>—2(p —c)hy cos (g + a)) (p — a)?

(hb2 —2(p — a)hy, cos (g + y)) (p—c)= (hb2 —2(p — ¢)hy, cos (g + a)) (p — a)?
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4(p — a)*(p — ¢)?[sin? %cos 2

inZ 14 B )_ in2Ycos2 2 int il (E ) =
smzcoszcos(2+y sin” > cos 2+smzcoszcos 2+0(] 0
Como a # ¢, entonces, p—a +p —_c.
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Como quiera que:

cos (5 +) = —cos (5 + @) = sin () = sin (5) cos (5) = sin (§) cos (5)

Sustituyendo finalmente en [lI], legamos a la siguiente identidad nula.

.o« a .y y .« a .y Y _
Sln2 COSZSlTl2 COS2 Sl7’L2 coS > SLTL2 COS2 =0 c.q. d.



