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Propuesto por César Beade France, I. E. 5. Fernandeo Blance, Cee, & Corufia.

Problema 714.- Dado un triongulo ABC, construimos puntos A, B' y C' tales que los triangulos A'BC, B'CA y C'AB son isosceles,
semefantes y con la misma orientacion.

A. Demostrar que los segmentos AA', BB'y CC' convergen en un punto P,
Leversha, @. [2013): The geometry of the triangle thearem 11.4, [p. 147}
B. Encontrar la curva que describe P ol variar los puntos A°, B y C",

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

A) El asunto ya fue tratado en el problema n? 93 de esta revista, con un enunciado distinto. Practicamente, en su primera
parte, vamos a repetir lo gue se hizo alli.

Los tridgngulos isdsceles semejantes y con la misma orientacion, podemos tomarlo eligiendo el vértice que no estd sobre AEC
hacia el exterior del mismo o hacia el interior. En el problema aludido salo hablabamos de triangulos con el vértice dirigido
hacia el exterior.

Tomamos la notacion usada alli P, @y R envezde A', B'y C'y H para el punto de encuentro.
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Vamos a calcular el valor del cociente — . Las areas de los triangulos con igual altura son proporcionales a las bases,
por tanto, el cociente anterior esigual a la razéR de las dreas de los triangulos B'QCy B'QA.

5i tomamos como bases los lados QC y QA respectivamente, tendremos: Area{B°QA) = Y- QB QA senay y Area(B'QC) =
¥+ QB QC -sen & pero como QA =QC, se tiene, en resumen:

Area(BOC) _ CB _ senf
AreafBOB) B'A  senc

En los triangulos QBA y QBC con QB comao lado comun, aplicando el teorema de los senos tenemos: senx =

k)
a-sen{C+ u) )
: senf = — - para el primer caso,
. OF P P
OF AR Q8 BC

= — = para el segundo.
ser{A— ) sen{l80 — &)  sem{C—u)  sex(180 - 5)

Sustituyendo sen o y sen £ en larazdn entre las areas resulta, finalmente:

CE  a-zem{CT u)

B'Ad c-sem{AX u)

Permutando convenientemente las letras A, By C, se obtienen:

AC"  b-semA T u) v B4 c-sem(B T u)
C'B a-sem{B L u) AC b sem{C T u)

El producto de estas tres razones es:

CE AC" BA' a-5em{Cx ) b-sem{At u) c-ser{BT u) . )
— — —— = LCET - i — - =1, gue demuestra la concurrencia, segun el teorema de Ceva.
EACB AC c-sem{AT u) a-sen{Bxt u) b-5em{C I )

B) Retomando la notacion original del problema, el punto de interseccidon de las cevianas viene definido al elegir uno de los

puntos A, B o ' (evidentemente sobre la mediatriz del lado correspondiente).

*  ‘Veamos algunos puntos particulares de concurrencia de las cevianas:

Si tomo A’ sobre la mediatriz de BC, justo donde ésta encuentra al lado c,
entonces los triangulos isdsceles (hacia dentro) tienen como angulo igual el

E.

C’ estard en la mediatriz de AE, cuando corte a la prolongacidn del lado BC.
Larecta CC esellado BCyla A4 el lado AB que se cortan en B. Asi pues el
vertice B es un punto del lugar. De forma andloga se demuestra gue

tambien A y C pertenecen al mismo.

Si se toma ahora A" en el punto medio de EC, el triangulo formado con esos

puntos degenera en un segmento. A4 es una mediana y el punto de
concurrencia es el baricentro del triangulo.

Tomando A" en el punto del infinito de la mediatriz (esto equivale a tener
un triangulo isdsceles degenerado con dos angulos iguales de 902), la recta

| AA'esla paralela a la mediatriz por A: es una altura y en consecuencia, el
ortocentro del triangulo es otro de los puntos del lugar.

+ Este lugar geométrico es una conica: la hipérbola de Kiepert.

Sea runa recta del haz de rectas gue pasa por 4; A'es su
interseccion con la mediatriz de EC. Por medio de una isometria
(traslacion y girc) se llevan las semirrectas BA'y BC sobre las
semirrectas AE' y AC, Asiqueda definido B por interseccion con la
mediatriz de AC y hemos asignado proyectivamente a la recta v del

hazA* larectas = BE', del haz 8%

El conjunto de los puntos asi definido es una conica, de la gue

sabemos que circunscribe al tridgngulo AECy pasa por el ortocentro
y el baricentro.

Es conocido que el conjunto de cdnicas circunscritas a un triangulo
y que pasan por su ortocentro son hipérbolas equilateras; ademas
su centro es un punto de la circunferencia de Euler (puede verse el
problema 200 d scbre la conica de los nueve puntos). De todas
estas, la que pasa por el baricentro es conocida como la hiperbola

de Kiepert.

Para concluir, diremos que segun la teoria isogonal, la circunferencia circunscrita a un triangulo es la transformada isogonal de
la recta del infinito. De ahi que una cdnica circunscrita a un triangulo pueda considerarse la transformada isogonal de una
recta. Esta conica serd una hipéerbola, parabola o elipse, segun gue su transformada isogonal corte a la circunferencia
circunscrita en dos, uno o ningun punto respectivamente.

Es conocido gue el baricentro y ortocentro son conjugados ortogonales del circuncentro y el simediano.

Dado que la hiperbola de Kiepert contiene al ortocentro v al baricentro entonces es la transformada ortogonal de una recta
gue pasa por el circuncentroy el simediano. Esta recta es un diametro de la circunscrita, llamado diametro de Brocard.



