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Problema 715.José Montes Valderrama (2014)
El circuncentro, el centro de la circunferencia de los nueve puntos, el punto de Lemoine, y el centro de la hipérbola de Kiepert son

conciclicos.

Solucién 715.(Andrea Fanchini, Canti, Italia)
C

Las coordenadas baricéntricas de los puntos son X3(aS4 : b2Sp : ¢*S¢), X5(S? + SpSc : S? + ScSa :
S% + S4Sp), Xe(a? : 0% : ) y Xpis((02 — 3?1 (® — a?)? : (a® — 1?)?).

La ecuacién de la circunferencia que pasa por X3, Xg v X115 es dada de

I(.I + Yy + Z) a2SA(a2SA+bQSB+CZSc) aQ(a2+b2+02) 2(b2—c2)2(a4+b4+c4—a2b2—b202—02a2)
y(ZL‘ + Y + Z) bQSB(aZSA+bQSB+CQSC) b2(a2+b2+c2) 2(02faz)z(a4+b4+c4fa2b2fb202702a2)
2(x+y+2) 2S0(a2Sa+b2Sp+c2Sc) (a2 4b2+c?) 2(a2—b2)2(at+b14ct—a2b?—b2c2—c2a?)
&2y2 + b2ZfE + C2£L'y a?b?c252 3a2b2c? a?(c?—a?)?(a?2—b%)2+b%(a®—b%)2 (b2 —c?)2+c% (b2 —c?)?(c? —a?)?
Desarrollando

2a2S4 a* (b* — ?)?
25%(a*yz + b?zx + Cay)(a® + b° + & — 3a*b?c?) | 20°Sp b* (< —a?)? |+
2¢2Sc A (a* — b?)?

r @ (-2
—2a’b*c2S?(a® + 0% + ® — 3a*b*P)(x +y+2) |y V¥ (2 —d?)? |+
2 @ (- b?)?




T 2a*Sy (b* — *)?
6a*b*c*S?(a* +b* + ¢t — a®V? — bV’ - Fa®)(z+y+2) |y 20°Sp (2 —a?)? |+
z 22Sc  (a® — b?)?

x 2a’Ss a?
[—aQ(CQ—aQ)z(a2—b2)2—62(a2—b2)2(b2—02)2—02(b2—02)2(02—(12)2](a2+b2+02)S2(x+y+z) y 2[)253 b2 =0
2 2¢*Se 2

desarrollando y simplificando se consigue la ecuacién de la circunferencia

1
a’yz + b’ zx + Cay + ﬁ(ﬂc +y+2)(pr+qy+r12)

donde K, p, g y r son dados por el siguiente tablero,

K p q r

coefla|b|c coefla|b|c coef|a|b|c coefla|b|c
+ 1 ]0]2]14 -1 1 ]0]2]16 +# 1 |2]|0]16 -l 3 |12]4]12
-] 3 ]0]4]12 + 2 |0o|4|14 -| 5 |12]2]14 +| 11 | 2| 6|10
+ 3 |]0]6]10 -1 3 |]Oo|&8}|l10 +| 13 ]|12|4]12 -1 19|2]|8)|8
-| 3 1]0]10|6 +] 3 |0oj10| 8 -l 20]2]6]10 +| 20 |2]|10| 6
+ 3 |0}112] 4 -l 2 |0|14] 4 + 19 |2]|8]|8 -1 13 | 2]12] 4
-] 1 |.0]|14] 2 + 1 |0]16] 2 -1 11|2(10]6 +] 5 |2]14] 2
-l 1 ]12]0|14 + 5 |2]2]14 +4 3 |2]12]1 4 -l 1 12]16]0
-l 3 1]2]|4]|10 -] 7 12]|4]12 -l 2 |[4]0]14 + 3 |4]2]12
+| B |2]6]|8 +| 4 |2]6]10 + 7 |4]2]12 -] 1 |]4|6(8
-] 8 |[2]8]686 -1 4 12]10] 6 -l 9 |4]|41]10 -l 4 |4]|8]|6
+] 3 |2}10| 4 + 7 |2]12] 4 +| 4 |4|6|8 + 9 |4]10| 4
+] 1 |2/|14{0 -| 5 |2]14] 2 + 1 |4]|8]6 -] 7 |4aj12]2
+] 3 |4]0]12 -1 13 |4} 2]12 -1 3 |14)12]2 + 2 |4|14|0
+] 3 |4|2]|10 + 9 |4]4]10 -l 4 |6/2]|10 -l 11]6]2]|10
-l 3 |4]10f2 -| 5 |4]|6]|8 4| 5 |6|4]|8 + 1 |6]|4]|8
-] 3 |4]12]0 + 5 |4|8|6 -l 1 |6|8]4 -1 5]16|8|4
-] 3 |16|0]10 -l 9 |4]10| 4 +| 11 | 6|10] 2 + 4 |6|10] 2
-] 8 ]6|]2]|8 +| 13 | 4112] 2 + 3 |8|0}]10 +] 19 |8]|2
+| 8 |6|8|2 +| 20 | 6| 2|10 -l 5 |8|4]|6 +| 4 |8|4]|6
+| 3 |6]10]0 -| 4 |6]4]|8 -| 4 |8]6|4 +] 5 ]8|6|4
+] 8 |8]|2]|6 +| 4 |6|8]|4 -l 19 |8|8|2 -| 3 |8f10|{0
-] 8 |8]6]2 -| 20 | 6 ]10] 2 -l 3 |10{0| 8 20 |10] 2| 6
+ 3 |10|]0]| 6 -|19|8|2|8 + 4 |10|]2| 6 -] 9 |10} 4| 4
-] 3 |10]2]| 4 -l 1 ]18]4]6 + 9 (10|44 -l 4 |10/ 6| 2
+| 3 |10| 4|2 +| 1 |8|6|4 +| 20 |10| 6] 2 + 10|80
-] 3 |10/6]| 0 +] 19]|]8]|8] 2 -1 7 |12]12] 4 + 13 |12] 2| 4
-1 3 |12]0]| 4 +| 11 |10j 2| 6 -] 13 [12]{4] 2 + 7 12|14 2
+ 3 |12]4]0 -| 11 j10] 6] 2 + 2 |14| 0] 4 -1 5 |14]2]2
+4 1 [14]0]2 -l 3 |12] 2] 4 + 5 |14] 2] 2 -l 2 |14} 4]0
-1 1 14| 2] 0 +| 3 12| 4|2 -| 1 |16]0] 2 + 1 |16]2]|0

donde, como ejemplo, las tres rayas iniciales de K son
K = b*ct* — 3b*ct? + 30510 — ...

Ahora se puede constatar, con algin paso algebraico, que las coordenadas de X5 satisfacen la ecuacién
de la circunferencia (jprobar para creer!) q.e.d.



