PROBLEMA 715

El circuncentro, el centro de la circunferencia de los nueve puntos, el punto de Lemoine
y el centro de la hipérbola de Kiepert son conciclicos
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1. Introduccién

Se probara, mediante geometria analitica, que en todo triangulo ABC) los puntos X(3) (circuncentro),
X(5) (centro de la circunferencia de los nueve puntos), X(6) (punto de Lemoine o simediano) y X(115)
(centro de la hipérbola de Kiepert) son conciclicos. Para que este teorema no pierda generalidad, se
considerara cero el radio de la circunferencia cuando el tridngulo ABC' sea equildtero e infinito si es

isosceles.

2. Triangulo de referencia

B(0,00 D a C(a,0)



Situando B en el origen de coordenadas. Por el teorema del coseno
BD 2 b2 2
V¥ =a?+c®—-2accosB=a’+c®—2ac— = BD=e= (127—'_0
c a

ahora bien, en el tridngulo rectangulo ABD,

V—a% + 2a2b% — bt + 2a2c2 + 2b2¢c2 — ¢

(AD)?> = (AB)? — (BD)*> = AD=h = 5

3. Coordenadas del circuncentro

S es el punto medio de BC'y T es el punto medio de AB. Se trazan por estos puntos las mediatrices que
se cortan en el punto O. Se traza también la altura BE = %

Aplicando el teorema del coseno en el triangulo ABC

—a? 4 b2 4 2
2b
se verifica que la medida del dngulo inscrito CAB es la mitad del arco BC , que es lo mismo que decir

el arco BV. Pero la medida del angulo central SOB es también la del arco B/‘\/, razén por la cual los
tridngulos EAB y SOB son semejantes. Por ello

a2:b2+02—2bccosA:b2—|—02—2bcA—E = AF =
c

0S AE
BS BE
en consecuencia
2 2 2
(3a)(mthte ng; ) a2 b2 4 2 a —a®+b*+ 2
0S8 = o = m resultando las coordenadas SRR

b

multiplicando, en la ordenada, numerador y denominador por h y teniendo en cuenta el valor de h2:

COORDENADA z DEL CIRCUNCENTRO



COORDENADA y DEL CIRCUNCENTRO

a’h(a? — v? — c?)
at —2a2b2 4 b* — 2a2¢? — 2b%¢2 + 4

o, =

4. Coordenadas del centro de la circunferencia de los nueve
puntos

Se calculara este punto teniendo en cuenta que esta en la recta de Euler y equidista del circuncentro
y ortocentro, razén por la cual se necesitan las coordenadas de éste.

Ae,h)

a? +b% — 2

5% , v la semejanza de los tridngulos BCE

Por razonamientos analogos a los anteriores CE =

y DHB implica que

CE_HD
BE  BD

(a2+b2702 )(a27b2+z:2) a4 _ b4 + 2b202 _ 04
ah

HD =
= 4a2h

a? — b2 + 2 a4b4+2620204>

siendo las coordenadas del ortocentro ,
2a 4a2h

202 — b2+ 2 a?b? — bt 4 a?c? + 2032 — c4>

El punto medio entre el circuncentro y el ortocentro ,
4a 8a2h

es el centro de la circunferencia de los nueve puntos.

Multiplicando, en la ordenada, numerador y denominador por h y teniendo en cuenta el valor de h2:

COORDENADA z DEL CENTRO DE LA CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEVE PUNTOS

_ 2a% — b + 2

N,
4a

COORDENADA y DEL CENTRO DE LA CIRCUNFERENCIA DE LOS NUEVE PUNTOS

h(a®b? — b* + ac® + 2b%c® — ¢*)
2(—a* 4+ 2a2b% — b* + 2a2¢? + 2b2¢% — ¢*)

N, =



5. Coordenadas del punto de Lemoine

Como es sabido, el punto de Lemoine es el punto de concurrencia de las tres simedianas (rectas simétri-
cas a las medianas respecto a las respectivas bisectrices interiores). Para el célculo de sus coordenadas se
partird de la siguiente proposicion:

Sea el triangulo ABC' y su triangulo ortico DEF. Cada simediana corta a su correspondiente lado
del tridngulo 6rtico por su punto medio.

Ae,h)

Si se traza, con centro en el punto medio S del lado BC, una circunferencia con radio BS, ésta pasa por
los pies de las alturas de B y C'. Esto permite comprobar que

fra Y _gpp_CB _FB_CF &
2 2 2 2

razon por la cual la semejanza y posicion de los tridngulos ABC y FEA permiten afirmar que, siendo P

el punto medio de F'E, los angulos PAF y CAS son congruentes y por ello, la recta AP es la simediana
de AS

5.1. Pies de las alturas D, E, F
Ecuacion del lado AB hr—ey=20
Ecuacion del lado BC y=0

Ecuacion del lado C A hxr — (e —a)y = ha
Ecuacion de la altura AD z=e

Ecuacion de la altura BE (e —e)x —hy =0

Ecuacién de la altura CF  ex + hy = ea

Punto D D(e, 0)
Punto E hx — (e — a)y = ha E(@ ha(a—e))
(a—e)z—hy=0 b2’ b2
ey — 2
e (%)
ex + hy = ea 27 e



5.2. Puntos medios Q,R de los lados del tridngulo 6rtico

ae? e aeh a*h e ah(a—e)
Q(F*ﬁ’ﬁ) R<W+§’72b2 )

5.3. Interseccién de las simedianas BQ, CR

El sistema formado por estas dos simedianas

2ah
BGQ y:anb; 302CE
a
CR y:fa273b2+02 (@ —a)

da como resultado el punto de Lemoine:

COORDENADA z DEL PUNTO DE LEMOINE

_a(a® —b* 4 3¢?)
T 2(a2 + b2 + )

COORDENADA y DEL PUNTO DE LEMOINE

a’h

Ly:a2+b2+02

6. Coordenadas del centro de la hipérbola de Kiepert

La hipérbola de Kiepert de un tridngulo ABC' es la hipérbola equildtera circunscrita al triangulo y
que pasa por su baricentro X(2). Ademas pasa por su ortocentro, por el punto de Spieker, puntos de
Napoleon, Fermat, Vecten y algunos mas. El centro de esta hipérbola X(115) est4 en el punto medio
de los puntos de Fermat X(13) y X(14)(Enciclopedia de Kimberling). Propiedad que se utilizara para
calcularlo.

X(14)




6.1. Coordenadas del primer punto de Fermat

 Aleh)

AN . X(13)

6.1.1. Coordenadas At
a0 ZaV3
27 2

6.1.2. CoordenadasC™

Del sistema

hx — 3
s % distancia del punto C"a la recta AB
—c
h
2ex + 2hy = ¢ recta que pasa por T <g , 5) y L AB

+E_h\/§ﬁ e_\/ﬁ
C<2 272+2

6.1.3. Interseccion de las rectas AA+, CCt

AAT (av/3 +2h)z + (a — 2e)y = a(h + ey/3)
cCct (h+eV3)x + (2a + hv/3 — €)y = a(h + eV/3)

X(13) (a(h +ev3)a+e+hv3) alh+eV3)(h+ (a— e)\/§)>

6ah + (a2 + b2+ c2)\/3 ~ 6ah + (a2 + b2 + 2)V/3



6.2. Coordenadas del segundo punto de Fermat

6.2.1. Coordenadas A~
pu (9 | a_\/g>
2 2

6.2.2. CoordenadasC—

Del sistema

ha —
i @ distancia del punto C™a la recta AB
c
h
2ex + 2hy = 2 recta que pasa por T' (g , 5) y L AB

(e hV3 h eV3
¢ (5*7’5‘7)

6.2.3. Interseccion de las rectas AA—, CC—

AA~ (aV/3 — 2h)x + (2¢ — a)y = a(ev/3 — h)
CC~  (eV3—h)z+ (e+hV3—2a)y=alev/3—h)

X(14) a(ev/3 —h)(—a —e+hV3) alev3 —h)((a—e)V3 —h)
6ah — (a2 + b2+ c2)v/3 ~ 6ah — (a2 4 b2 + c2)V/3



6.3. Punto medio entre X(13) y X(14)

a(h+e\/§)(a+e+h\/§) a(e\/§7h)(fa76+h\/§)
Abcisa X(115)— Saht(@+b+c)v3 1 T eah—(a2rrrevs  _ a[3(a® 4+ 6% + ¢?)(=2ae — 2¢) + 1217 (dae + a?)]
B 2 B 24(a2b? + b2c2 + a2c? — a* — bt — )
a(htevB)(ht(a—e)vB) | alevB—h)(a—c)VB—h)
+ 2,192 2 (212 12
Ordenada X(115)= Sah+(a?+b+c?) V3 Gah—(a>+0+?)V3_ _ 6a*h[2c” + Gae — 8e” — (a® +b° + )]

2 ©24(a?b? 4 b2c? 4 a2c? — a* — bt — )

teniendo en cuenta el valor de e y h2:

COORDENADA 2 DEL CENTRO DE LA HIPERBOLA DE KIEPERT

Ko —2a8 + 4a*b% — 3a%b* + b8 + 2a2b%c® — 3b%c? — aPct + 302t — S
v da(—a* + a2b? — b* + a?c? + b%c? — )

COORDENADA y DEL CENTRO DE LA HIPERBOLA DE KIEPERT

—h(b* — 2b%c? + %)
2(—a* + a?b? — b* + a2c? 4 b?c? — )

K, =

7. Centro de la circunferencia X(3)-X(5)-X(6)-X(115)
El centro de la circunferencia sera hallado mediante la interseccion de las mediatrices [X(3)X(5)] y [X(3)X(6)]

7.1. Mediatriz [X(3) X(5)]

4 2 _ b2 2 . b2 2 4h2
Punto medio entre X(3) y X(5) ( a te L )

8a ’ 16h

2h(b? — ¢?)

Pendiente de la mediatriz [X(3) X(S)]:a(3a2 3 32 400

Ecuacion de la mediatriz [X(3) X(5)]
32ah2(b% — ¢ ) — 16a2h(3a% — 3b2 — 3c2 + 4h%)y =
— a2(3a2 — 30% — 3¢2 + 4h2)(—a® + 0% +  + 4h%) + 4h2 (0% — ¢ ) (402 — b% + 2)

7.2. Mediatriz [X(3) X(6)]

2 9.2 CaZ b2 4 ) (a2 4 B2 4 2) 4+ Aa2h2
PuntomedioentreX(3)yX(6)( a(a” + 2¢°) (=a®+b° +c%)(a® +b° + %) +4a >

2(a? + b2 +c2)’ 8h(a? 4 b2 + ¢?)

) L 4ah(b® — %)
Pendiente de la mediatriz [X(3) X(G)]:4a2h2 By B Sy & B} ey

Ecuacion de la mediatriz [X(3) X(6)]
32ah?*(a® + b + ) (b* — 02)m — 8h[4a?h? — (—a® + b% + ?)(a® + b% + *)](a® + b* + *)y =
[4a2h2 — (—a® 4+ b2 4 c2) (a2 + b2 + ¢2)][4a2h2 + (—a® + b2 + ¢2) (a2 + b2 + 2)] — 16a2h2(a% + 2¢2) (b* — ¢ )

Resolviendo el sistema formado por estas dos mediatrices y sustituyendo convenientemente el valor
de h? se obtienen las coordenadas del centro de la circunferencia:



COORDENADA z DEL CENTRO X(M) DE LA CIRCUNFERENCTIA

a(—a'®b? + 3a8b* — 2a85 — 2a*b® + 3a2b10 — b12 + 3a'0c? — 8aBb?c? + 17a8b*c? — 14a*b5c? + 2b19¢2 — 5aBct
4(—al%b? 4 2a8b* — 2a4b8 + a2b10 4 a10¢2 + 3abb4c? — 3a*bSc? — b10c2

+5a%b?ct — 2atbtet + Ta?b0et — TH8et — 2a5¢5 — 2a*h2c8 — 5a?b*c® + 1665¢5 + 6atc® — 1568 — eV + 66210 — 12)

—2a8¢* — 3a8b2¢* + 3a2bSct + 2b8¢* + 3ath?cb — 3a2bicb 4 2atc® — 2b%B — a?ct0 4 H2cl0)

M, =

COORDENADA y DEL CENTRO X(M) DE LA CIRCUNFERENCIA

h(—a'® + 2a8b? — 2a*b5 + a?b8 + 2a8c? — aSb?c? — a*b*c? — 2a20°c? — atbPet
—2a10 + 4a8b% — 4a*b6 + 2a2b8 + 4a8c? + 6abb2c2 — 10a*b*c? + 2a2b6¢?
+6a%btct — 2a*cS — 2a2b*cC + a?cB)
—208¢2 — 10a%b2ct + 8aZb*ct + 2b8¢t — 4atcb + 2a2b2c6 + 2b%c8 + 2a2c® — 2028

M, =

8. Igualdad de los radios

X(11

X6 X@E) X

Partiendo de los cuadrados de los radios

RADIO’[X(M)X(3)] = (M — 0,)* + (M, — O,)°
RADIO’[X(M)X(5)] = (M — N;)* + (M, — N,)?
RADIO’[X(M)X(6)] = (M — Ly)? + (M, — Ly)*
RADIO?[X(M)X(115)] = (M, — K,)? + (M, — K,)*

es necesario demostrar la igualdad del ultimo (puesto que el cuarto punto X(115) no ha sido utilizado en
el calculo del centro) con cualquiera de los tres primeros para que se verifique que la circunferencia pasa
por los cuatro puntos, o lo que es lo mismo

RADIO?[X(M)X(3)] = RADIO?[X(M)X(115)]

entonces

[((Mw - Oac)z + (My - Oy)Q] - [(Mac - KI)Q + (My - K’U)Q] =0



[((Mx - Oz)2 + (My - Oy)2] - [(Mx - Kz)2 + (My - Ky)Q] =

(4a®*b? — 22a22b* + 50a%°b° — 55a'%b® + 14a'b10 + 42a11p'2 — 624120 + 4009516 — 10a®b'® — 4a°b%0 +
4a*b?? — a?b?* +4a**? — 520222 4 186a°b* c? — 344080 ¢? + 41841068 ¢? — 3930146102 + 30541212 % —
167a'%b'c? + 27a3b0c? 4+ 4505018 ¢ — 43a*b?0c? +15a2b?2c® — b?4c? — 22022 c* +186a2°b*c* — 4664 8b* c* +
588a'0p0 ¢t 4 4440 b3t 4+ 21102010 — 102010612 + 159a8bM ¢t — 2264506 c* + 1910418 ¢* — 84a2b%0ct +
95224 4+-50a20¢% —344a8b% 0 +588a0h% 0 — 45804100 +174a12b8 0+ 550100108 —267aBb2 0 +440a5bM 6 —
422a*b15¢5 4251026186 —35b20c0 —550'8 8 +418a6b%c® — 44404 b2 B +1746'265c® -840 10h8 3 +123a83b10 8 —
458a5b12¢8 + 490a*b'4® — 4712608 + T5b'8¢® + 14a'6¢10 — 3930140210 + 211a2b* 0 + 554106010 +
123a8b3¢10 +406a°610¢19 — 220a*012¢10 4 630020410 — 9061010 4 4241412 4 3050126212 — 1020100412 —
267a8b5¢'? — 458ab8¢12 — 220ab10¢'? — 680a2b'2c!? + 42bM 12 — 62a'2c!? — 167a'0b%c!? + 159a8bt et +
440a5b%¢c'* + 490a*b8¢'* + 630a2b10c + 42b12¢!* + 404016 4 2768216 — 226a5b% 'S — 422010516 —
471026816 — 90b10c16 — 10a8c!® + 45a5b%c!® + 191a*b*c!® + 251026518 + 756818 — 4a8c?° — 43a*b?c?° —
84a2bc?0 — 3505¢%0 + 4a*c?? + 15a2b%¢?? 4 9b%c?2 — a2 — b2 + 16a22b%h? — 56a20b*h? + T2a8b0 K2 —
20a06%h2% — 56a'4b'°h% + 76a'2b2h% — 40a'°b™ K% + 4a3b'0h% + 8aSb'8h2 — 4a*b?°h? + 16a%2c?h? —
14462622 h2+360a'8b* 2 h? —480a 008 2 h2 +456a 48> h? —332a 126102 h2+140a'°0 22 h2+16a3b 42 h2 —
72a5b19c2h? + 44a*b18c2h? — 4a2b?°c?h? — 56a2°c*h? + 360a'%b%c*h? — 600a'0b%cth? + 480a'4b8cth? —
244a12b8¢*h? +180a 00 0¢*h? — 264a8b'2c*h2 4 280a%b'4c*h? — 196a*b15c*h? + 28a2b18¢*h? + 72418 S h2 —
480a'%b2cOh2 +480ab*cOh% — 152412055 h? — 720068 O h2 4+432a8b0cOh2 —440a5b12 S h? + 46402 b4 h? —
80a2b'0cOh? — 20a'0c3h? + 456014023 h? — 244a2b* B h? — 720005 Bh? — 440a8b8c3h? + 224a%b'0Bh? —
696a*b12cBh? +112a2bM B h% —56a 4 c!0h? —332a1 202102 +180a0b% 10 h2 +432a8b0 10K 2 4+-224a5b3 1O n2 4
776a*b10c10h2 —56a2b'2c0h2 4+ 76a 212 h2 +140a'°b? 12 h? —264ab* 12 h? — 4400565 12 h% —696a*b3 12 h2 —
56a2b19¢2h? — 40a'0c¢Mh? 4+ 16aBb2ch? + 280a8b%c*h? + 464ab8c14h? + 112a2b3c14h2? + 4a8c16h2 —
72a%b%c'9h? —196a*b?c'Oh? —80a2b0c O h? +8a8 B h? +44a*b? '8 h24-28a%b* !B h? —da* *°h? — 4a?b? O h?) /
[16a%(a? —c?)(a* —b* +a%c? —b2c?) (a* — 2a2b% + b* —2a2c? —2b2c? +c*) 2 (a* — a?b? + b* —a?c? — b2 +ch)?

Sacando factor comin la expresién 4a?h? en los sumandos del numerador que la contengan, susti-
tuyéndola por su valor —a* +2a2b? — b* 4+ 2a%c? + 2b%c? — ¢* y efectuando los correspondientes productos

4a%4b% — 22a%?b* + 500220 — 5501808 + 14a1°b10 + 42a14b'? — 6241261 4 40410610 — 104868 — 4a50%° +
40*b?? — a2b%* + 40?4 c? — 52a%2b%c? + 186a20b%c? — 344a'8b5¢2 + 418a15b8¢? — 393a14b10¢? 4+ 305a12b12 2 —
167606142 + 2748062 4+ 45050182 — 43a*b%0c? + 150222 % — b2 c? — 22022t + 186a20b% c* — 466a'8b%ct +
588a'0p0 ¢t 4 4440 b3t 4+ 21102010t — 102010612 + 159080 ¢t — 2264566 c* + 19102018 ¢* — 84a2b%0ct 4
96?2c44+-50a20c® —344a'8b? 0 +588a0b*c® —458a 4600 +174a 2686 +55a1 96106 —267a8b12 5 +440a5b14 5 —
422a*b'6c04-251a2b18c6 35020 c6 —55a18c8+418a0b% 8 —444a 4 b* B +174a'200 B —84a 0088 +123a3b10c8 —
458a%bh12¢8 + 490a*b14c® — 471026188 + 750188 + 144610 — 3930140210 + 211020410 + 550190810 +
123a8b3¢19 + 4064561010 — 2200401210 4 63002610 — 9061610 4 4201 ¢12 4 305a12b%¢12 — 1024100412 —
267a8b%¢? — 458a%b8¢1? — 220a*b'0¢1? — 680a2b'2c!? + 4264 c!? — 62a'2cM — 16701002 ¢! + 159a8b% M +
440a%6¢M* + 490a*b8c!* + 630a2b10c1* 4 42b12¢M + 4040610 + 27a8b2¢16 — 226480410 — 422a*H0c16 —
471a2b%c'0 — 9061916 — 10a3c!® + 45a5b%c!® + 191a*b*c'® + 25126518 + 7568¢18 — 4a5¢20 — 43a*b%c?0 —
84a2b*¢?0 — 3565¢20 + 4a*c?? + 150202 ¢?? + 94 ¢?? — a2 — b2t — 4a24b? + 22a2b* — 5002068 + 5501868 —
146610 — 42414612 + 62012014 — 4001906 + 10a3b'® + 4450?20 — 4a2b?2 + a2b?* — 46?4 + 52a22b%c? —
186a2°b% ¢ + 3446855 ¢? — 4184032 4 3930140102 — 305012622 + 1670100 2 — 274810 — 45056182 +
43a*b?°¢2 —15a2b%2c? +b%4 2 422022 c* — 186a2°b? c* +466a'8b*c* — 588a 000 c* +444a b8 c* —211a12b10c* +
102a'%6'2c* —159a8b 4 c* 42264501 c* —191a*b'8c* 8406?20 c* — 96?2 4 — 500205 +344a 812 5 —588a 0 b* 5+
458a14b5¢0 — 174a'?03c8 — 55a19619¢5 + 267ab'2c® — 440a°b14 5 + 422a*b16c® — 25102085 + 35620 +
55a18¢8 — 418410028 + 444a'4b*c® — 174a218¢8 + 8410088 — 123a8b10¢® + 458450128 — 490a*b14c® +
4710?06 B — 755188 — 14016610 + 39301210 — 2110120210 — 550198810 — 123a818¢10 — 4064551010 4
220a*b'2¢!0 — 630a2b'4c0 + 9061610 — 4261412 — 30501 2b%c'2 + 1022 0b* 12 + 267a8b0¢'? 4 458a5b8¢12 +
220a*b19¢12 + 680a2b'2¢12 — 42012 + 62a'2¢!* + 167a'0b%c!* — 159a8b% e — 440a5b8 ¢ — 49004081 —
630a2b10¢1* —42p12¢14 — 4001016 —27a8b% 16 4+ 22645016 + 422045516 +471a218¢16 +90b10¢16 +10a8 18 —
45a%0%¢1® — 191ab%c!® — 251a2b%¢18 — 7568¢18 + 4a5¢20 + 43a*b2c?0 + 84a?b*c?0 + 3505¢20 — 4atc?? —
150202622 — ObAc22 4 2024 4 p2:24 —

10



9. Coordenadas del centro en el triAngulo de referencia de Kim-
berling

Clark Kimberling ha establecido en su Encyclopedia of Triangle Centers (ETC) un sistema de clasi-
ficacion consistente en asociar a cada punto caracteristico lo que diste a la base BC' o su prolongacion,
utilizando para ello el siguiente triangulo de referencia

B a=6cm

Asi pues, en lo que se refiere al centro de la circunferncia, halladas sus coordenadas rectangulares
(29092121893 993177135

, , es la ordenada la que determina dicha distancia
4325798400 12289200

9931771/35
12289200

= 4.78120216315749249119
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