Problema 717.-

al) En un tridangulo rectangulo OAB una recta r paralela a la hipotenusa corta a los catetos OA y OB en los
puntos A'y B' respectivamente. Hallar el lugar geométrico de los puntos comunes a las rectas AB'y BA' que
se obtienen al variar dicha paralela.

Martinez, J. (1969): Elementos de Matematicas. (p. 530)

Solucion de Florentino Damian Aranda Ballesteros, profesor del IES Blas Infante de C()rdoba., ,
Sea el triangulo rectangulo OAB. La paralela media a la hipotenusa A’B’ determina la proporcién % = %.
Consideramos las cevianas concurrentes en L, AA’, BB’ y OO’. Por el Teorema de Ceva, sucederd que:
=150 =22 = 1540 =0'B

Por tanto, la tercera ceviana interceptara al lado
AB en su punto medio O’. De esta forma, L
pertenecera a la mediana OO’ y como el tridngulo
es rectdngulo en O, esta mediana serd el radio
0’0 de la circunferencia circunscrita a dicho

tridngulo ABC.

Propuesta complementaria 1 (Triangulo rectangulo).

b1) En un tridngulo rectdngulo OAB una recta s perpendicular a la hipotenusa corta a los catetos OA y OB

en los puntos A' y B' respectivamente. Hallar el lugar geométrico de los puntos comunes a las rectas AB' y
BA' que se obtienen al variar dicha perpendicular.

Solucion:

Realizada la construccién, observamos que el
punto A’ es el ortocentro del tridngulo auxiliar
AB’B ya que dos de sus alturas, AO y larecta s
pasan por el punto A’. La tercera altura, BL
también debera pasar pues por el punto A’. De
esta forma, BL es perpendicular en L al lado AB’. Y
esto solo serd posible siy sélo si el punto L, punto
comun a las rectas AB' y BA', esta situado sobre la
circunferencia de didmetro AB.




Propuesta complementaria 2 (Triangulo obtusangulo en C).
a2) Hallar el lugar de los puntos comunes a las rectas AB'y BA' si ABC es obtusangulo en C, y r es paralela a AB,
cortando a los lados CB y CA en los puntos A' y B' respectivamente.

Solucion:

Siguiendo el mismo razonamiento realizado anteriormente, L pertenecera a la mediana CC'.

C

b2) En un triangulo CAB, obtusangulo en C, una recta s perpendicular a AB corta a los lados CB y CA en los
puntos B'y A' respectivamente. Hallar el lugar geométrico de los puntos comunes a las rectas AB'y BA' que
se obtienen al variar dicha perpendicular.

Solucioén:

El lugar geométrico indicado es la elipse que circunscribe al tridngulo ABC. Para poder probar en su justa
medida este hecho vamos a utilizar la Geometria de coordenadas. Sea el sistema de ejes coordenados el
determinado por el lado AB

(Eje x) y la mediatriz del
segmento AB (Eje y).

Si O, punto medio del lado AB es
el origen de coordenadas,
entonces los vértices del
tridngulo ABC seran:

(1,0,
(T’ O)F
(

€1,Cz2)

A
B
C

La proyeccion sobre el eje x de la
circunferencia de centro Oy
radio r nos proporcionara el
valor de larazén k de la

homotecia que transforma dicha circunferencia en la elipse deseada. Como el punto C = (cq,+/7% — ¢12)

. o4 C . / .
se transformara en el vértice C = (cq,cy), el valor de k = \/% De esta forma, la elipse sera la que tiene
re—cq

., x2 y2
por ecuacion — + —=—=1.
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Sea P un punto cualquiera del segmento AB. Por tanto, P = (rt — (1 — t)r,0), siendo t € [0,1].
La recta s perpendicular a AB por el punto P serd x = (2t — 1)r que, cortara al lado BC de ecuacidn

y=—2(x—r)enelpuntoB = ((2t — Dr, Zczr(t 1))

c1—Tr

La recta s, perpendicular a AB por el punto P cortara al lado AC, de ecuacién y = CC—Z (x + 1) en el punto
1+r

_ _ 26‘27‘ , (t—Dca(x+71) ) , _ tep(x-T)
A = (2t -Dr, ) La recta BA' serd y = e Larecta AB'serd y = G- eitr)
r(r(—1+2t)+(—1+2t—2t%)cy) 2r(1—t)tcy

El punto L, interseccidon de ambas rectas serd L = (

)

r=2rt+2rt2+c1—2tcq " r—2rt+2rt2+cq—2tcq

2 2
Veamos que este punto L verifica, en efecto, la ecuacion de la elipse: = + CZTT = 1.
r2-c1?
(—1420)+(-1+2t—2t%)cq)? 4(1-6)%t?(r?—c,?) 1o
(r—=2rt+2rt2+4c1—2tcy)? (r—=2rt+2rt2+cq—2tcq)?

(m14+2t) + (=142t = 2t)c))?> + 41 = )?t2(r? — ¢1?) = (r — 2rt + 2rt? + ¢; — 2tcy)?
Desarrollando ambas expresiones validamos la igualdad deseada.

Propuesta complementaria 3 (Triangulo obtusangulo en A).

a3) Hallar el lugar de los puntos comunes a las rectas AB'y BA' si ABC es obtusangulo en A, y r es paralela a AB,
cortando a los lados CB y CA en los puntos A' y B' respectivamente.

Solucion:

Siguiendo el mismo razonamiento realizado anteriormente, L pertenecera a la mediana CC'.

[

b3) En un tridangulo CAB, obtusangulo en A, una recta s perpendicular a AB corta a los lados CB y CA en los puntos B'y
A' respectivamente. Hallar el lugar geométrico de los puntos comunes a las rectas AB' y BA' que se obtienen al variar
dicha perpendicular.




Solucion:

El lugar geométrico indicado es la hipérbola que circunscribe al triangulo ABC. Para poder probar en su
justa medida este hecho vamos a utilizar la Geometria de coordenadas. Sea el sistema de ejes coordenados
el determinado por el lado AB (Eje x) y la mediatriz del segmento AB (Eje y).

Si O, punto medio del lado AB es el origen de coordenadas, entonces los vértices del tridngulo ABC seran:

A= (-r,0), B=(r0),C = (c,c).

Como la hipérbola considerada habra de pasar por los vértices ABC de dicho tridngulo, su ecuacién sera de
2 2
la forma x—z - CZyT = 1.
’ 612—7'2
Sea P un punto cualquiera del lado AB. Por tanto, P = (rt — (1 — t)r,0),siendo t € R.

La recta s perpendicular a AB por el punto P serd x = (2t — 1)r que, cortard al lado BC de ecuacion
y=-—2(x—r)enelpunto B = ((2t — Dr, Zczr(t 1))

c1—Tr

La recta s, perpendicular a AB por el punto P cortara al lado AC, de ecuacién y = CC—Z (x + 1) enel punto
1+4+r

, 2 , (t—1)ca(x+1) , tcp(x—r)
A=((2t—-Dr ser§ y=——"""—=larectaAB’ serd y = ———,
( T, T Y = e

. ., , r(r(=14+28)+(-1+2¢t—2t2)c 2r(1—t)tc

El punto L, interseccion de ambas rectas sera L = ( ( ( ) 1), a-ttcy

r=2rt+2rt?+c;—2tcq r=2rt+2rt2+c;—2tcq
cpe .. . x?2 y2
Veamos que este punto L verifica, en efecto, la ecuacién de la hipérbola: ey ol 1.

c12-rZ

Es la misma sustitucion simbdlica realizada en el caso anterior.
Observamos que esta expresiéon

2 2
=+ —n— = 1 dalugar a una elipse sir > ¢; = Caso 2

coér
rz—cl2

2 2
=+ Czyzﬁ = 1 dalugar a una hipérbolasir < ¢; = Caso 3

_Cl

Propuesta complementaria 4 (Triangulo acutangulo).

a4) Hallar el lugar de los puntos comunes a las rectas AB' y BA' si ABC es acutangulo, y r es paralela a AB, cortando a
los lados CB y CA en los puntos A'y B' respectivamente.

Solucion:

Siguiendo el mismo razonamiento realizado anteriormente, L pertenecera a la mediana CC'.




B4) En un tridngulo acutangulo CAB, una recta s perpendicular a AB corta a los lados CB y CA en los puntos B' y A'
respectivamente. Hallar el lugar geométrico de los puntos comunes a las rectas AB'y BA' que se obtienen al variar

dicha perpendicular.
2 2
Solucién: A = (—7,0),B = (,0),C = (c1,c;). Elipse de ecuacic’)n):—2 +C—2yrrr = 1. (Semieje menor AB)
s

B’4) En un tridngulo acutangulo CAB, una recta s perpendicular a BC corta a los lados CB y CA en los puntos B' y A'
respectivamente. Hallar el lugar geométrico de los puntos comunes a las rectas AB'y BA' que se obtienen al variar

dicha perpendicular.
2 2
Solucién: A = (—r,0),B = (r,0),C = (cy, c). Hipérbola de ecuacién % — TZyZTT =1.
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