Problema 717

A
a) En un triangle rectangle OAB una recta r paral-lela a la hipotenusa talla els catets

OA i OB en els punts A", B’, respectivament.
Determineu el lloc geométric dels punts comuns a les rectes AB’ i BA’ que s’obtenen al
variar dita recta paral-lela.

A
b) En un triangle rectangle OAB una recta s perpendicular a la hipotenusa talla els

catets OA i OB en els punts A’, B’, respectivament.
Determineu el lloc geométric dels punts comuns a les rectes AB’ i BA’ que s’obtenen al
variar dita recta paral-lela.

A
a1) Determineu el lloc geométric des punts comuns a les rectes AB’ i BA’ si ABC és

acutangle i r és paral-lela a AB i talla els costats CB i CA en els punts A’, B’,
respectivament.

A
a2) Determineu el lloc geomeétric des punts comuns a les rectes AB’ i BA’ si ABC és

obtusangle i r és paral-lela a AB i talla els costats CB i CA en els punts A", B,
respectivament.

A
b1) Determineu el lloc geometric des punts comuns a les rectes AB’ i BA’ si ABC és

acutangle i s és perpendicular a AB i talla els costats CB i CA en els punts A’, B’,
respectivament.

A
b2) Determineu el lloc geométric des punts comuns a les rectes AB’ i BA’ si ABC és

obtusangle en C i s és perpendicular a AB i talla els costats CB i CA en els punts A’,
B’, respectivament.

c) En un triangle acutangle tracem una recta s perpendicular a BC, que talla els

costats CB i CA en els punts B’ i A, respectivament.
Determineu el lloc geométric dels punts comuns a les rectes AB’ i BA’ que s’obtenen al
variar dita perpendicular.

c1) En un triangle obtusangle en A tracem una recta s perpendicular a BC, que talla

els costats CB i CA en els punts B’ i A’, respectivament.
Determineu el lloc geométric dels punts comuns a les rectes AB’ i BA’ que s’obtenen al
variar dita perpendicular.



A
a) En un triangle rectangle OAB una recta r paral-lela a la hipotenusa talla els catets

OA i OB en els punts A’, B’, respectivament.

Determineu el lloc geométric dels punts comuns a les rectes AB’ i BA’ que s’obtenen al

variar dita recta paral-lela.

Solucio 1: B
Siga P la intersecci6 de les rectes AB’ i BA'.

Siga M el punt mig del segment AB.

Siga N el punt mig del segment AB'. Q

A A
Els triangles APB, B'PA' estan en posicio de Tales.
Son homotetics i P és el centre de ’'homotécia.

M, N s6n homotétics. Aleshores M, N, P estan e}

alineats.
A A
Els triangles OAB, OA'B' estan en posici6 de Tales.

M, N sén homoteétics. Aleshores M, N, O estan alineats.

- A
Aleshores, P pertany a la mitiana OM del triangle OAB .

Soluci6 2:

A
Siga el triangle rectangle OAB amb les seglients coordenades:
0O(0,0), A(a, 0), B(O,b).
Siga A'(c, 0).

Aleshores, B'(O, b—cj .
a

La recta que passa pels punts A’, B té equacio:
-b
fwg=y=—(X-c).
ag =Y c ( )
La recta que passa pels punts A, B’ té equacio:

—bc
Mg =Y = 2 (x-a).

Determinem la interseccid de les dues rectes resolent el sistema:

-b
y="—=(x-c) |x=—-
c . a+tC siazc.
-bc bc
y=—X-a) |y=—-"
a a+c
Dividint ambdues expressions:
X a b . .
—= 5’ y = =X, recta mitjana del triangle menys x = a.
y a



A
b) En un triangle rectangle OAB una recta s perpendicular a la hipotenusa talla els

catets OA i OB en els punts A’, B, respectivament.
Determineu el lloc geométric dels punts comuns a les rectes AB’ i BA’ que s’obtenen al
variar dita recta paral-lela.

Solucio 1:

Siga P la intersecci6 de les rectes AB’ i BA'.
Siga M el punt mig del segment AB.

Per ser el triangle rectangle M és el centre de la
circumferéncia circumscrita al triangle.

Siga K un punt quasevol de la hipotenusa.

Siga la recta s que passa per K i talla els catets OA i OB en
els punts A’, B’, respectivament.
Siga a. = ZBAO.

/BB'K=a.

A A
Els triangles rectangles OAB, OB'A' s6n semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

— .
i = 2 aleshores, els triangles rectangles OB'A,
OB' OA

A
OA'B s6n semblants.
Siga ZOBA'= ZOAB'=p. ZAA'P =90°-.
Aleshores, ZBPA =90°.

A
Aleshores P pertany a la circumferéncia circumscrita al triangle OAB .

Soluci6 2:

Siga el triangle rectangle Oﬁ\B amb les seglients coordenades:
0(0,0), A(a, 0), B(O,b).

Siga A'(c, 0).

La recta que passa pels punts A’, K té equacio:

a
fae =Y =—(X—-C).
Ak =Y b( )
Aleshores, B'(O, %)
La recta que passa pels punts A, B’ té equacio: ryg =Yy = %(x —a).

La recta que passa pels punts A’, B té equacio: r,g =y = _—b(x —-C).
c

Determinem la interseccid de les dues rectes resolent el sistema:

_c,. _c(b® +ac)
y—b(x ? e
b ) ) e
y = (x—c) y= bc(a—c)

c b? +¢c2



Dividint ambdues expressions:
x b?+ac

y -—ab+bc’

2
= abx +b7y . Substituint el valor de c en larecta ryg =y = E(x -a):
bx —ay b

2
_abx+bTy 1, 4. simplificant:
bx—ay b

a)’ b)> a2 +b?
X——=| +|y-—=| = . X#a
2 2 4

A
El lloc geometric és la circumferéncia circumscrita al triangle OAB menys el punt
simeétric de O respecte del centre M..

al) a2)

Solucio:

En la solucié 1 de l'apartat a) no em tingut en compte que el triangle fora rectangle,
A

aleshores en tots dos casos el lloc geomeétric és la recta mitjana del triangle ABC,

corresponent al vertex C.




bl) . Aw

A
Siga el triangle acutangle ABC amb les segiients
coordenades:
A(0,0), B(a 0), C(b,c). b<a, b?>+c? >ab (per ser

acutangle).
Siga K(d, 0). C
La recta que passa pels punts A, C té equacio:

C
rAC EyZBX.

Aleshores, A'(d, %d)

La recta que passa pels punts B, C té equacio: A
c

chEyzb (x—a).

Aleshores, B' (d, c(d- a)j
b-a

La recta que passa pels punts A, B’ té equacio:

_ ., _Cc(d-a)
%8 =Y = db-a)

La recta que passa pels punts A’, B té equacio: ryg =y = b(;d 2) (x—a).
Multiplicant ambdues expressions:
2
2 c
=——X(x-a).
y ob_a) (x—a)
c? a) a? c?
(x - —j +y?="- :
b(a—-b) 2 4 b(a-b)
2
a
(X - j 2 2 2
2 N y _a’ ¢ a < ac
[ajz ac ) 4b@-b) 2 2/ba-b)
2 2./o(a—b)
El lloc geométric és una el-lipse imaginaria . Ay
b2)
Analogament,
(3]
X —_——
2) y? _a®> ¢ a . ac
[ajz ac > 4 Dba-b) 2 2 /ba-b)
2 2. /o(a—b)
El lloc geometric és una el-lipse real




c) c2)

/T IN

A
Siga el triangle acutangle ABC amb les segiients coordenades:

A
B(0,0), C(a,0), A(b,c). b<a (si ABC és acutangle o bé A és obtusangle)
Siga B'(d, 0).
La recta que passa pels punts A, C té equacio:

Cc
I'ac Eyzm(x_a)-

Aleshores, A'[d, Mj .

b-a

s - c(d—a)

La recta que passa pels punts A, B’ té equacio: ryg =y = a(b )x.
-a
La recta que passa pels punts A’, B té equacio: r,g =y = ﬁ(x —d).
Aillant d de les dues expressions:
d acx _ CX-hy
(a-b)y-cx’ c-y

Igualant les expressions:

ax  _X=BY ginniificant:
(a-b)y-cx c-y

I
o

c?x? —b(a—b)y? + 2c(a—b)xy —acx
La matriu de la conica és:

c? c(a—b) —2¢
(a-b) >

e oy e [ c? c(a—b)
A_c(flﬁb) b(z b) 2 .A33_[C(a_b) _b(a_b)J

2
2
A :-(%J b(a—b) # 0. |Az|=-bc*(a-b)-c*(@-b)* <0.

La conica és una hipérbola.



