Problema 723.- Dodo un triangulo ABC, con ortocentro H, consideremos una recta rque sea tangente en V o uno determinado
circunferencia {2 de centro H.

A) Seanr, r,y r_ las simélricas de r respecto a o, b y ¢. Demostrar que los trigngulos que forman r

Ua, Uﬁy V_ son
mngruenfes cucﬁ'qurera que sea V de (1.

v e ¥

B Sean dos triangulos V_, V, y V_, V' V', v V' formados de esta manera o partir de V y V', puntos de (1. Demostrar que son
transformados por un grrﬂ dE angu.‘a ﬁUHU v cuyo centro es un punto W de la circunscrita a ABC,

C} Sea s lo recto que contiene o VV'y sea s, lo recta poralelo o s por H. Las simétricas de s, pora, b y ¢ se cortan en un punto W,
de lo circunferencia circunscrita {problema 720 de esta revista).

Demostrar que W, es diametralmente opuesto a W,
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A) Si se tienen dos puntos distintos Vy V' sobre 12, los
triangulos gue se forman, de los gue ya sabemos por el
problema 722 que son  semejantes, son también

congruentes, pues para pasar de la tangente en Va la

tangente en V' sdlo se necesita efectuar un giro, gue es una
transformacion isométrica.

Aprovechando esa propiedad, vamos a calcular ahora, en

funcion del radio T de la circunferencia , la longitud de
los lados del triangulo asociado a un punto cualguiera de ().

Tomamos U sobre Qtal que el segmento AU sea paralelo a

uno de los lados del triangulo. La recta 1y es perpendicular a
ese lado y al ser su propia simetrica respecto de el

contendrd dos de los vértices del tridngulo Ty. Es inmediato

ver gue el incentro de Ty es el vértice C. Asi pues en el

triangulo U.CUy los angulos respectivos son
90 — @, 180 —yy 90 — 6.

La altura desde Ces 1 = CUy - cosfS. Del tearema de los

Up-zeny

senos obtenemos U U, = De ambas resulta

Cosa

finalmente U, U, = ng gue solo depende del radio de 0 y de los dngulos del triangulo, pero no de la posicion del
CoOE&-coB

punto U,

Del ese calculo se concluye que cuando T es cero, el triangulo asociado se reduce a un punto: el incentro.

Esto es una generalizacion del problema 720: cuando el radio es cero, la recta contiene al ortocentro y sus simetricas definen
un triangulo reducido a un punto sobre la circunscrita. Tambien es claro que para rectas paralelas diferentes los triangulos
engendrados por las simetrias son todos ellos de lados paralelos y con el mismo incentro.

B) Es evidente que el angulo del giro ha de ser eése, ahora vamos a ver como encontrar el centro de semejanza.

Si en una semejanza el segmento MN se transforma en M'N'y la interseccidn de los mismos (o de sus prolongaciones) es el

punto L, el centro de semejanza queda definido por el punto comun (distinto de L} a las circunferencias que pasan por MM'L
y NN'L,

Sean [y /' losincentros de los triangulos Ty y Ty El segmento [V; se ha de transformaren el J'V';
. Estos segmentos concurren en A, por tanto, el centro de semejanza ha de estar en la
circunferencia gque contiene al par de homdlogos [y 'y al punto de interseccién A, luego ya
tenemaos que el centro de semejanza esta en I (circunferencia circunscrita a ABC). Es uno de los

extremos del didmetro perpendiculara [/

C) La recta s forma con las tangentes en Vy V' un dnguloigual a la mitad del dngulo del giro &, gue

transforma el triangulo T en T'.

El tridngulo asociado a s tiene incentro Wi. El centro de giro
W que transforma el triangulo Ty en el tridngulo T; es tal que
el angulo #/W'W, =§&/2. El centrc de giro W"gue
transforma T; en Ty, también verifica que £J W', =&/2,
Ademas &JW]" = &, Esta situacion sélo es posible si el punto
W] es uno de los que divide el arco [/ en dos partes iguales,
esto es, el punto Wi en gue degenera el tridngulo asociado a
51, incentro del triangulo asociado a la rectas, es el
diametralmente opuesto a W, como pretendiamos demostrar.




