Problema 725

Sea ABC un triangulo inscrito en un circulo y sea P el baricentro. Extendemos AP BP y CP
hasta encontrar el circulo en los puntos DEy F .

Demostrar que
AP/PD + BP/PE + CP/PF =3.
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Solution proposée par Philippe Fondanaiche

D

P le barycentre du triangle ABC est a I’intersection des médianes AI,BJ et CK.
On désigne par :

- a,betc les longueurs des cotés BC,CA et AB du triangle ABC,

- m,, mp et m les longueurs des médianes AI,BJ et CK.
La puissance de I par rapport au cercle circonscrit au triangle ABC est égale a IB.IC =ID.ID.
On en déduit ID = a?/4m,. D’ou PD =PI + ID = m,/3 + a*/4m,. = (3a? + 4m,?)/12m,.
Comme AP =2m,/3, on obtient la relation AP/PD = 8m,*/(3a* + 4m,?).
Or les longueurs des médianes d’un triangle s’expriment en fonction des cotés selon les
formules :4m,> = 2b? + 2¢? — a?, 4my,? = 2¢? + 2a% — b? et 4m.? = 2a* + 2b”> — ¢?, ce qui donne :
AP/PD = (2b* + 2¢? — a?)/(a*> + b* + ¢?)
puis BP/PE = (2¢? + 2a% — b?)/(a* + b* + ¢?)
et CP/PF = (2a? + 2b? — ¢?)/(a> + b? + ¢?)
Il en résulte AP/PD + BP/PE + CP/PF = (3a% + 3b? + 3¢?)/(a* + b*> + ¢?) = 3.C.q.f.d.



