Problema 725

1119

Sea AEC un trigngulo inscrito en un circulo y sea P el baricentro. Extendemos AP, BP y CP hasta encontrar el circulo en los
puntos D, E y F,

Demostrar que

AP BP CP_
PD PE PF
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longitud de la mediana trazada desde el vértice X,
salvo p, todo se conoce, 4mi=2(b2+c2)—a?, 4mi=20(a?+c)-bly 4mi=2(a?+b?) —c? Por tanto,
dm;+mg+mz)=3@>+b>+cy
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El problema guedara resuelto si concluimos que 9p = a® + b + ¢2.

OF es la hipotenusa de un triangulo rectangulo de catetos MA'y 04— PM,

Tenemos: 3MA'= H_A'=BA"—BH_ = ;— c-cosB:3(0A"— PM) = 3RcosA — AH,
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Por tanto la potencia del baricentro es:
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p=PA-PD=PRB-PE=PC-PC =R*—0P?= — 5 como pretendiamos demostrar.

Mota.- Es muy facil calcular p utilizando coordenadas cartesianas. Se toma O como origen y, para mas sencillez, R = 1. Los

vertices tienen coordenadas {_.I':-,_‘!.';-}. Los cuadrados de las longitudes de los lados son de la forma

{:-r:- — xj-j_ + '[_1.':- — _‘!.‘_.,-J_ =2 — 2x;% — 2¥; ¥} La SUMa de todas ellas es
a® + b7+ c7 = 6= 20xyx; + X9x3 + XXz + 11y + 04V + 32)a).

El baricentro tiene coordenadas P = Eui + x5+ x3,73 + V2 + v3) y el cuadrado de la distancia al circuncentro viene dado por
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de donde se tiene que la potencia del baricentro es
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Si utilizamos coordenadas baricéntricas relativas al tridngulo AEC, también resulta sencillo el problema. Aguicalcularemos la
longitud del segmento PD. Para ello calculamos las coordenadas de D, punto de interseccion de la mediana desde 4, de

ecuacidn ¥ = z con la circunferencia circunscrita a ABC de ecuacidn a®yvz + b%zx + ¢%xy = 0. Los puntos de interseccidn son,
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El baricentro es el punto P(
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Por tanto |DP|

AP am3
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y farmulas analogas para las otras tres fracciones.
La suma de ellas es

PA+PE’+PC 4(m;+ mz+mz) 3{a3+b:+c:}_
PD PE PF a?+b?+¢? a’?+b+c?




