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Problema 726 Extra.
Demostrar que las seis proyecciones ortogonales de los vértices de un triángulo sobre las bisectrices exteriores son conćıclicas.
Quadrature (2003) n 48, pag 47. Magazine de mathématiques pures et épicées.

Solución 726 Extra.(Andrea Fanchini, Cantú, Italia)

Usando coordenadas baricéntricas las ecuaciones de las bisectrices exteriores al 4ABC en los vértices
A, B y C son

IbIc ≡ cy + bz = 0, IaIc ≡ cx+ az = 0, IaIb ≡ bx+ ay = 0

donde Ia, Ib y Ic son los centro de las circunferencias exinscritas (exincentros) y forman el triángulo
excentral.
Las perpendiculares por B y C a la bisectriz exterior por A son

BC2 ≡ cx+ (b+ c)z = 0, CB1 ≡ bx+ (b+ c)y = 0

por tanto los pies C2 y B1 son

C2 ≡ IbIc ∩BC2(−b− c : −b : c) B1 ≡ IbIc ∩ CB1(−b− c : b : −c)

Las perpendiculares por A y C a la bisectriz exterior por B son

AC1 ≡ cy + (a+ c)z = 0, CA2 ≡ (a+ c)x+ ay = 0

por tanto los pies C1 y A2 son

C1 ≡ IaIc ∩ AC1(−a : −c− a : c) A2 ≡ IaIc ∩ CA2(a : −c− a : −c)
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Las perpendiculares por A y B a la bisectriz exterior por C son

AB2 ≡ (a+ b)y + bz = 0, BA1 ≡ (a+ b)x+ az = 0

por tanto los pies B2 y A1 son

B2 ≡ IaIb ∩ AB2(−a : b : −a− b) A1 ≡ IaIb ∩BA1(a : −b : −a− b)

Los seis pies A1, A2, B1, B2, C1 y C2 están en la circunferencia de ecuación

a2yz + b2zx+ c2xy + (s− a)(s− b)(s− c)(x+ y + z)
(

x

s− a
+

y

s− b
+

z

s− c

)
= 0

que es la circunferencia ortogonal a las tres circunferencias exinscritas (circunferencia radical), tiene
como centro el punto de Spieker Sp(b+ c : c+ a : a+ b), X10 en ETC y radio ρ = 1
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√
r2 + s2.

El punto de Spieker es también el centro de la circunferencia inscrita al triángulo medial de el 4ABC.
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