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Problema 727.Martinez, R. (2014): Calendari Matemdtic 2014-2015. 16 Novembre.

En un tridngulo, ABC, con /CAB = 45°, /CBA = 60°, P es el punto medio de AB. Hallar los puntos M y N sobre CB y AC,
respectivamente, que hacen minimo el perimetro del APMN.

Solucién 727.(Andrea Fanchini, Canti, Italia)

Es un caso particular del problema de Fagnano. Por tanto los puntos M y N son las intersecciones
entre la recta P'P” y los lados CB y AC respectivamente. Donde los puntos P’ y P” son los simétricos
de P respecto a los lados AC' y UB.

Usando coordenadas baricéntricas P(1:1:0) y siendo cos A = ? y cos B = %, tenemos que
a a a? a’ a?
b= §¢6, c= 5(\/§+1), Sa = Z<V§+3), Sp = Z(\/§+1), Se = Z(3—\/3)
El punto del infinito de la perpendicular al lado CA es CAs i (Sc: —b*: S4) = (3 =3 : —6:3+/3),

por tanto la recta PP’ tiene ecuacién

1 1 0
3-v3 —6 3+v3|=0 = PP =0B+V3)z—-B3+V3)y+(vV3-92=0
x Y z

el punto P, = PP’ N CA tiene coordenadas P, = (9 —+/3:0:3 ++/3).
Ahora el punto P’ simétrico de P respecto a P es P' = (6 — /3 : —3: 3+ /3).

En modo andlogo, el punto del infinito de la perpendicular al lado CB es CBy (—a? : Sc : Sg) =
(—4:3—-3:V3+ 1), por tanto la recta PP" tiene ecuacién

1 1 0
—4 3-V3 V3+1|=0 = PP =(3+1Dz—(V3+1)y+(7T—v3)z2=0
T Y z

el punto P! = PP" N CB tiene coordenadas P = (0:7 — /3 :1++/3).
Por tanto el punto P” simétrico de P respecto a P/ es P" = (—=2:5—+/3: 1+ /3).



Ahora la recta P’ P" tiene ecuacién

6-v3 -3 3+3
2 5-V3 1+3|=0 = PP =5v3+3)z+(TV3+9)y+ (11V3—27)z=0

x Y z

Entonces,
el punto M = P'P" N CB tiene coordenadas homogéneas M = (0 : 27 — 11v/3 : 9+ 71/3) y coordenadas

absolutas M = (0, 35_5122‘/5, 17+5122‘/§)
el punto N = P'P” N CA tiene coordenadas homogéneas N = (27 — 11v3:0: 15+ 5\/§) y coordenadas

absolutas N = (78*152\/5’ 0, 60?32\/5).

Con lo que los puntos M y N pedidos dividen BC' y AC' respectivamente, en las razones

BM  17+12V3 AN 60+ 253
MC  35—12V3 NC 78 —-25V3




