Problema 728.-

Sea ABC un tridngulo acutdngulo con alturas AD, BE y CF. Sea O el circuncentro de ABC.

Mostrar que los segmentos OA, OF, OB, OD, OC, OE dividen al tridngulo ABC en tres pares de triangulos de
areas iguales.
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Una vez construidos los tridngulos segun el enunciado, consideramos el par de triangulos OBF y OCE.
Vamos a mostrar que, en efecto, son equivalentes. Para ello, sigamos los siguientes pasos.
En el tridngulo AOBF, se tiene que

. 1
Area(AOBF) = 2 OB.BF.sin0BF

Como OB = R;
BF = a.cos4B;

40BF = 4B — (902 — 4A) = 4B + 44 — 90°
A0BF =902 — 4C - sind0OBF = cos4C;
Por tanto,

. 1
Area(AOBF) = EOB. BF.sinZ0OBF

. 1
Area(AOBF) = ER' a.cosiB.cossC

Sea ahora el triangulo AOCE

p 1
Area(AOCE) = 2 OC.CE.sins0CE

Como OC = R;

CE = a.cos4C(;

Z0CE = 4C — (902 — 8A) = 4C + A — 902 = 902 — 4B — sing0CE = cos4B;
Portanto, Area(AOCE) = %OC. CE.sinsO0CE = %R.a. cos4C.cosAB

En definitiva, hemos probado que Area(AOBF) = Area(AOCE)

De igual forma, probariamos la igualdad de areas entre los otros pares de triangulos AOBD y AOAE y
AOAF y AOCD.

De igual manera se probarian las igualdades de areas entre los otros dos pares de tridangulos AOBC y
AOAF,y AOAE y AODB.



