Problema 733.

A
E 3155. Demostrar que para cualquier trianqdB€ existen puntos A' B'y C' que
satisfacen:

1. A’ estad en el lado %, B’en AC yi C' en AB.
2.- AC+CB' =B'A+AC =C'B+BA'.

3.- AA', BB', CC' concurren en un punto.

Bennet, G., Glenn, J. y Kimberling, C. (1986): Wmaerican Mathematical
Monthly,Vol. 93, No. 6 (Jun. - Jul.), pp. 481-482

Clark Kimberlingmantiene la

Solucién de Ricard Peiro6:
Si R+§=ﬁ+ﬁ=ﬁ+ﬁ, entonces,
3(A'_C+§)=R+§+ﬁ+ﬁ+ﬁ+@=a+b+c.

pertam,R+@:ﬁ+@:ﬁ+@:%mb+c).

Sea BC' = x , entonces:

— a+b+c —— 2a-b-c
[ —+

AC =c-x. BA'= x. CA'= X.

a+b-2c -a+2b+2c

AB' x. CB'=

Para que los segmentos AA', BB', CC' sean concurrentes, se tiene que cumplir el
teorema de Ceva:

BC AB LA _ 1 esdecir, BC [AB [CA = AC [CB' (BA'.
AC' CB' BA'

a+b-2c 2a-b-c -a+2b+2c a+b+c
X——+X | ————+X =(c—x -X -X|.
3 3 3 3

Desarrollando e igualando a cero:

2% +(a~b - 30)x? +((a+b+c)(—a+2b+50)+(a+b—2c)(2a—b—c)+c(—a+2b+2c)JX_c(a+b+c)(—a+2b+2c) —0

9 9 3 9

Veamos que la ecuacion tiene una solucion entre [O, c].

Consideremos la funcion:
(a+b+c)(-a+2b+5c) +(a+b—20)(2a—b—c) +c(—a+2b+20)jx_c(a+b+c)(—a+2b+20)
9 9 3 9
—c (a+b+c)(-a+2b+2c) <0.
9
(a+b+c)(§a—b+20) 50

f(x) =2x% +(a—b-3c)x? +[

f(0) =

f(c)=c




Como la funcion es continua, la funcion tiene un cero en el intervalo [0, c].

Nota: Si los lados son numeros reales conocidos, con cualquiera programa informatico

o0 bien calculadora resolveriamos la ecuacion de tercer grado que nos daria la
solucion.

Ejemplo:

x=BC'=4,164632596

Sia=6,b=7,c=8.

La ecuacion es:

2x° —25x% +177x - 448 =0.
La solucién aproximada es:

X =BC' = 4164632596 .



