Problema 734.-

Elementos de un triangulo.

Sea ABC un triangulo.

P un punto de la circunferencia circunscrita de ABC, del arco BC que no contiene a A.
Sean Q la proyeccion de P sobre BC y R la proyeccion de P sobre AB.

Sea T el punto medio de QR y sea M el punto medio de AC.

Demostrar que el angulo PTM es recto

Akopyan A. (2011): Geometry in Figures.
Solucion de Florentino Damian Aranda Ballesteros, profesor del 1ES Blas Infante de Cérdoba.
Segun el enunciado, la recta QR es la Recta de Simson asociada al punto P respecto del triangulo ABC dado.

Sea ademas el punto S, la proyeccién de P sobre AC.

Consideramos el sistema de referencia cartesiano por
el que las coordenadas de los puntos de la figura son
los siguientes:

P=(p,q), A=(00),
B=(b0)yC = (c,¢c)

Q = (ql' QZ)'R = (p' 0)

Se obtiene facilmente que:

_ p(c1 = b)? + bey® + qey(cq — b) _ —bcy(c1 — b) + qc® +pey(cq — b)
e (1 = b)2 + c? o BT (c1 = b2+ ¢2

La circunferencia circunscrita al triangulo ABC, de centro O y radio r.
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Como P = (p, q) pertenece a dicha circunferencia, se verificara la relacion:

bqc, — qcf — bpey +pPc; + q*c; —qes =0 ()


http://www.mccme.ru/~akopyan/

Los puntos M y T, puntos medios de AC y QR, respectivamente, tendran de coordenadas:

2b%p — 4bpc; + 2pc? — bqc, + qcycy + bes + pey? —b(=b + ¢;)cy + p(=b + ¢;)cy + qck

T=( 2((-b+ )2+ cd) ' 2((=b+ e +ep)

)

Por tanto,

T = 2b%p — b?c; — 4bpcy + 2bc? + 2pc? — ¢} — bqcy + qeicy + b +pck —oc2 c(bp — (b +p)ey + ¢ —qc, +¢2)
= 2((b = c1)* +¢f) ' 2((b = c)* +¢f)

B — (cz(bq —qcy — bey, + pey) 2b%q — 4bqcy + 2qc? — b%c, + bpcy, + beyc, — peycy + qczz)
2((b—c)?2+c¢2) 2((b—c1)? +¢2)

—_— —
Veamos que, en efecto, MT L TP.
Para ello, si efectuamos el producto escalar de ambos vectores resulta la siguiente expresion:

— ——  cy(bqcy — qct — bpcy + pPey + qPcy — qch)
MT.TP = -
4((b —c1)? +¢3)

Y como la expresion (I) es:
bgcy — qcf — bpey +pPey +qPc; —qcs =0

Y asi el producto escalar anterior resultara ser nulo.

Por tanto MT LTP cqd m

Corolario: La circunferencia de diametro MP, siendo M punto medio del lado AC, corta a la Recta de
Simson en dos puntos, Sy T, siendo S la proyeccion de P sobre ACy el punto T, punto medio entre los dos
puntos que son las proyecciones de P a los otros dos lados, BC y BA.



