Problema 735.- 5ea ABC un triangulo. Consideremos la circunferencia circunscrita. Sea G el baricentro de ABC.

Sea P un punto geneérico de la misma. Tracemos las proyecciones perpendiculares R a AB, 5a ACy Ta BC. Sean U, el punto medio
de RS, Velde RTy Welde 5T,

Demostrar que los lugares geométricos de U, V v W cuando P recorre la circunferencia son elipses de centros X, Y, Z, puntos
medios de las medianas.
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Sea I' la circunferencia circunscrita y P sobre ella. Para hallar U trazamos la circunferencia de didmetro AP, Esta corta a los

lados AEy AC en R y 5 respectivamente. I es el punto medio de RS.

Esta circunferencia siempre cortara a los lados AB y AC, cualquiera que sea P (al menos en A), por tanto los puntos del lugar
geomeétrico estan en el plano afin.

Reciprocamente, si tenemos un punto U dado, la paralela a AB por Ucorta a AC en el punto medio 5" de AS. La recta SU

cortaa AB en R yya tengo definido P tomando las perpendiculares porSa ACy por R a AB.

Se tiene pues, una correspondencia biunivoca entre los puntos del lugar
geomeétrico y los de la circunferencia. Esta correspondencia, tal como se
define, transformara conicas en conicas, por tanto el lugar geomeétrico que
buscamos es una conica que no tiene puntos en el infinito. Se trata de una
elipse.

VVamos a centrarnos en el lugar geométrico descrito por el punto U,

Si P = A, las perpendiculares a ABy AC cortan en 4, y el punto medio

es el propio A. Asi pues A es un punto del lugar geométrico buscado.

5i P = A", el simétrico de A respecto del circuncentro 0, es obvio gque
PCvy PE son perpendiculares a ACy AB respectivamente, por tanto 4', el

punto medio de BC, también es un punto del lugar.

Vamos a ver ahora que el punto medio X de la mediana 44’ es centro de

simetria del lugar geométrico de U.

Sean P, P’ dos puntos diametralmente opuestos de I'. Desde ellos se trazan perpendiculares al lado AC que cortan en 5,5y
en @, Q" a la circunscrita. Obviamente el cuadrildtero PQP'Q" es un rectdngulo, y por tanto, PQ'y 55" son segmentos iguales

paralelos y también paralelos al lado AC. La mediatriz de P’ es por tanto, la mediatriz de 55"y la de AC: los puntos 5y 5" son
conjugados isotomicos.

Un argumento similar demuestra que R y B' también son conjugados.
Sea U’ el punto medio del segmento 5'R’. Ahora calcularemos el punto medio del segmento UL,
Vamos a ver que AA'y UU' tienen el mismo punto medio.
El punto medio de este ultimo es el definido por
tw+ ) =2ER+9+1@®+ 5*}] - %[% (R+R)+2(5+ 5*}] =1(c' + B") = 2 AA": punto medio de la mediana m,.

En la figura se han afadido las otras dos elipses de los lugares geométricosde Vy W.m



