Problema 738 de trianguloscabri. Sea un triangulo ABC. En cada
vértice prolongamos los dos lados que en €l convergen multiplicando su
longitud por un mismo factor k. Asi, en A prolongamos el lado BA
hasta un punto P tal que BP = k- BA y el lado C'A hasta () de modo
que CQQ = k- CA, etc. Demostrar que los seis puntos asi obtenidos
estan sobre una elipse homotética a la elipse circunscrita de Steiner y
calcular la razon de homotecia.

Propuesto por César Beade Franco.

Solucion de Francisco Javier Garcia Capitan. Siendo, por ejemplo,
BC,:C,A=BC,: -AC,=BC,: —(BC,— BA)=k:1—k,

resulta C, = (k: 1 — k : 0). De igual forma tenemos:

B,=(k:0:1-k),
Ay=0:k:1-k),
Co=(1—-k:Ek:0),
Ac=0:1—-Fk: k),
B.=(1—-k:0:k).

Estos seis puntos estan obviamente sobre la cénica
Ty (zy +yz+z2z) —k(l—k)(z+y+2)?=0,

que es homotética a la elipse circunscrita de Steiner xy + yz + zx = 0,
ya que las dos coénicas tienen la misma interseccién con la recta del
infinito x +y + z = 0.

Es fécil comprobar que el punto C! = (2—3k : —1+3k : 2), simétrico
de C, respecto del baricentro G = (1 : 1 : 1) pertenece a la cénica Iy,
y lo mismo ocurre con los otros cinco puntos, por lo que G es el centro
de Fk

Usando la identidad (1—p)(1,1,1)+p(3,0,0) = (1+2p,1—p, 1 —p),
obtenemos que A’ = (1 4+2p:1—p:1—p) es el resultado de aplicar
una homotecia de centro G y razén p al punto A.



El punto A’ estd sobre I'y, cuando
(1= p)? +2(1+ 20)(1 — p) — 9k(1 — k) = 0
&3 -3p* —9%(1—k)=0
el —p*—3k+3k*=0
op? =3k* -3k +1,
por lo que la razén de la homotecia es v/3k2 — 3k + 1.



