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Sea un tridngulo ABC, C' la circunferencia que circunscribe a dicho tridngulo y o la reflexién axial de eje la recta BC. Si suponemos
que P es un punto de la circunferencia C tal que P # By P # C, demostrar que los ortocentros de ABC'y de PBC pertenecen a o(C).

Solucién 739.(Andrea Fanchini, Cantu, Italia)

Usando coordenadas baricéntricas el centro O’ de o simétrico del circuncentro O respecto al punto
medio de BC' tiene coordenadas O'(—a®S, : S* + S4Sc : S? + SASp).
Ahora la ecuacién de una circunferencia general es

a*yz + bz + ey — (x+y+2)(pr+qy+rz) =0

abe

Pero la o pasa por los vértices B y C por tanto serd ¢ = 0 y r = 0 ademds el radio es p = R = 5.

Entonces la ecuacién de o sera

Ayd + 2Sayozo + b*23 2)
— x

a’yz + b*zx + oy — (v +y + 2) ( (o & 00 1 )2

donde (g : yo : 20) son las coordenadas del centro. Sustituendo, desarrollando y simplificando se tiene
que la ecuacion de o es

a’yz + 02w + oy —2(x +y + 2)Sar =0
Ahora si P(u : v : w) es un punto de la circunferencia circunscrita se tiene que a*vw + b*uw + c2uv = 0.
Hallamos las coordenadas del ortocentro de PBC como interseccion de las alturas desde By C.
El punto de l'infinito de la recta perpendicular a CP es C' Py, (—a*v — Scu : b*u + Scv : Sgv — Sau)
por tanto la alturas desde B tiene ecuaciéon

0 1 0
—a?v — Scu Vu+Scv Spv—Sau | =0 = BCPy, = (Spv— Syu)r + (a*v + Scu)z =0
x y z

El punto de l'infinito de la recta perpendicular a BP es BP. i (a?w + Spu : Sqau — Scw : —c*u — Spw)



por tanto la alturas desde C' tiene ecuacién

0 0 1
aw+ Spu Spu— Scw —c*u—Spw |=0 = CBPy; = (Scw—Ssu)x+(a*w+Spu)y =0
x Y z

Asi, siendo que a?vw + b*uw + c2uv = 0, el ortocentro de PBC' es
Hppc = BP,o NCBP,,| = (52u —a®Sa(u4v+w): S0+ SaSc(u+v+w) : SPw+ SxSp(u+ v+ w))

Sus coordenadas tienen que satisfacer la ecuacién de o : a’yz + bzx + Zry — 2(x + y + 2)Sax = 0,
entonces

a®(S*v+SaSc(u+v+w))(S*w+SaSp(u+v+w)) +b*(S*w+SaSp(u+v+w))(S*u—a*Sa(utv+w))+
+*(S*u — a®Sa(u+v +w))(S*v + SaSc(u+v +w)) —2545%(u + v +w)(SpScu — a®Syv — a*Saw) =
= (SAS2(u + v+ w)) (—a*Sa(utv+w)+(b*Sp+c2Sc)u—a*Sav—a*Saw—2SpScu+2a*S ,v+2a* S qw) = 0

por tanto el ortocentro de PBC pertenece a o(C).
Por el ortocentro H(SpSc : ScSa : SaSp) de ABC' la verificacién es inmediata

(IQSI%SBSC + bQSAS%SC + CQSASBS% — QSASBSCSQ = SASBSC(CLQSA + b2SB + C2SC — 252) =0, gq.e.d.



