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Problema 739.Adolfo Soler, Ingeniero de Telecomunicaciones y estudiante de Matemáticas.
Sea un triángulo ABC, C la circunferencia que circunscribe a dicho triángulo y σ la reflexión axial de eje la recta BC. Si suponemos
que P es un punto de la circunferencia C tal que P 6= B y P 6= C, demostrar que los ortocentros de ABC y de PBC pertenecen a σ(C).

Solución 739.(Andrea Fanchini, Cantù, Italia)

Usando coordenadas baricéntricas el centro O′ de σ simétrico del circuncentro O respecto al punto
medio de BC tiene coordenadas O′(−a2SA : S2 + SASC : S2 + SASB).
Ahora la ecuación de una circunferencia general es

a2yz + b2zx+ c2xy − (x+ y + z)(px+ qy + rz) = 0

Pero la σ pasa por los vértices B y C por tanto será q = 0 y r = 0 además el radio es ρ = R = abc
2S

.
Entonces la ecuación de σ será

a2yz + b2zx+ c2xy − (x+ y + z)

(
c2y20 + 2SAy0z0 + b2z20

(x0 + y0 + z0)2
− ρ2

)
x

donde (x0 : y0 : z0) son las coordenadas del centro. Sustituendo, desarrollando y simplificando se tiene
que la ecuación de σ es

a2yz + b2zx+ c2xy − 2(x+ y + z)SAx = 0

Ahora si P (u : v : w) es un punto de la circunferencia circunscrita se tiene que a2vw+ b2uw+ c2uv = 0.
Hallamos las coordenadas del ortocentro de PBC como interseccion de las alturas desde B y C.
El punto de l’infinito de la recta perpendicular a CP es CP∞⊥(−a2v − SCu : b2u + SCv : SBv − SAu)
por tanto la alturas desde B tiene ecuación∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0
−a2v − SCu b2u+ SCv SBv − SAu

x y z

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ BCP∞⊥ ≡ (SBv − SAu)x+ (a2v + SCu)z = 0

El punto de l’infinito de la recta perpendicular a BP es BP∞⊥(a2w + SBu : SAu− SCw : −c2u− SBw)
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por tanto la alturas desde C tiene ecuación∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

a2w + SBu SAu− SCw −c2u− SBw
x y z

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ CBP∞⊥ ≡ (SCw−SAu)x+(a2w+SBu)y = 0

Aśı, siendo que a2vw + b2uw + c2uv = 0, el ortocentro de PBC es

HPBC = BP∞⊥∩CBP∞⊥ =
(
S2u− a2SA(u+ v + w) : S2v + SASC(u+ v + w) : S2w + SASB(u+ v + w)

)
Sus coordenadas tienen que satisfacer la ecuación de σ : a2yz + b2zx + c2xy − 2(x + y + z)SAx = 0,
entonces

a2(S2v+SASC(u+v+w))(S2w+SASB(u+v+w))+b2(S2w+SASB(u+v+w))(S2u−a2SA(u+v+w))+

+c2(S2u− a2SA(u+ v +w))(S2v + SASC(u+ v +w))− 2SAS
2(u+ v +w)(SBSCu− a2SAv − a2SAw) =

=
(
SAS

2(u+ v + w)
)

(−a2SA(u+v+w)+(b2SB+c2SC)u−a2SAv−a2SAw−2SBSCu+2a2SAv+2a2SAw) = 0

por tanto el ortocentro de PBC pertenece a σ(C).
Por el ortocentro H(SBSC : SCSA : SASB) de ABC la verificación es inmediata

a2S2
ASBSC + b2SAS

2
BSC + c2SASBS

2
C − 2SASBSCS

2 = SASBSC(a2SA + b2SB + c2SC − 2S2) = 0, q.e.d.
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