
Pr. Cabri 740
Propuesto por César Beade Franco
Solución de César Beade Franco

� Enunciado

Sea un triángulo ABC de área S y P un punto interior del mismo.Construímos el trián-

gulo A' B' C' siendo A' = BCÝ AP, B' = ACÝBP  y C' = ABÝCP  y área S'. Siempre se

verifica que S'/S £ 1/4.

� Solución

Caulquier triángulo es el transformado afín de otro, en particular, del rectángulo con

vértices A(0,1), B(0,0) y C(1,0).
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Como el área de ABC es D=
1

2
 , para demostrar que el cociente de áreas 

D'

D
£

1

4
, bas-

taría probar que (1+Α) (1+Β) (1+Γ) ³ 8.

K=(1+Α) (1+Β) (1+Γ) = 1+Α+Β+Γ+ΑΒ+ΒΓ+ΓΑ+ΑΒΓ  

y como ΑΒΓ=1ÞΑΒ=
1
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, etc., reagrupando términos, obtenemos 
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pues para x>0, la expresión x+
1

x
 toma valor mínimo 2 (en x=1).

La igualdad 
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=

1

4
 se daría si Α=Β=Γ=1 (triángulo medial).
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� Nota

La anterior desigualdad se puede generalizar.

Si x1x2x3....=1, entonces P=(1+x1) (1+x2) (1+x3).....£ 2n, siendo n el número de

factores.

Para demostrarlo consideremos primero dos números x, y tales que xy=k. El pro-

ducto (1+x)(1+y)=(1+x)(1+
k

x
) es mínimo cuando x=y= k .

Cuando hay más factores, si hay dos distintos, xi, x j, siempre podrán sustituirse por

dos iguales, con su mismo producto, que reducen el valor de P.
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