Pr. Cabri 740
Propuesto por César Beade Franco
Solucion de César Beade Franco

= Enunciado

Sea un triangulo ABC de area S y P un punto interior del mismo.Construimos el trian-
gulo A’ B' C' siendo A' = BC() AP, B' = AC(BP y C' = AB(TCP vy area S'. Siempre se
verifica que S'/S < 1/4.

= Solucién

Caulquier triangulo es el transformado afin de otro, en particular, del rectangulo con
vértices A(0,1), B(0,0) y C(1,0).

Definimos %za, %zﬁ, %=y (ver dibujo). Si tomamos como ABC el triangulo
1
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anterior resulta que A':(%, 0), B'=( 1/373) y C'=(0, %). Y aplicando el

teorema de Ceva se cumple que a 8 y=1
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af y=1.
Como el area de ABC es AZ% , para demostrar que el cociente de areas %s%, bas-

taria probar que (1+a) (1+8) (1+y) = 8.

K=(1+a) (1+8) (1+y) = 1+a+p+y+aeft+fy+yatapy
Yy COmMo afy=1=af= % etc., reagrupando términos, obtenemos

K=1+(a+§)+(ﬂ+%)+(y+%)+aﬂy > 1+2+2+2+1 = 8,

pues para x>0, la expresion x+§ toma valor minimo 2 (en x=1).
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La igualdad %zél—l se daria si a=p=y=1 (triangulo medial).

= Nota

La anterior desigualdad se puede generalizar.
Si X1X5X3....=1, entonces P=(1+x;) (1+x5) (1+X3)..... < 2", siendo n el nimero de
factores.

Para demostrarlo consideremos primero dos numeros X, y tales que xy=k. El pro-
ducto (1+x)(1+y)=(1+x)(1+§) es minimo cuando x=y=vk .

Cuando hay mas factores, si hay dos distintos, x;, Xj, siempre podran sustituirse por
dos iguales, con su mismo producto, que reducen el valor de P.



