Problema 749

Sobre un angulo de 609(ll1)

Sea ABC un triangulo con AB<AC

Sean O el circuncentro e | el incentro.

Sean A; B; C; los puntos de contacto de la circunferencia inscrita con BC, AC y AB.
La bisectriz de <B; A; C; es perpendicular a Ol si y sélo si <A=602.

Fondanaiche, P. (2015): Comunicacién personal.

Solucién del director

Sea ABC con <A=60°.

Se conoce que BC;=BA:y que CA;=CB; por las tangencias correspondientes.

Asi, si el triangulo AB C es 609, B, 1202-B, <C;A;B=909 - (B/2), <B1A:C= 302 + (B/2), por lo que
C1A1B1=609.



Si A1X, con X sobre AC es la bisectriz <XA;B=1202-(3/2).

Si A1Y, con Y sobre AB es la bisectriz, <YA1C =602+(B/2).
Asi <A1XC=B/2. <AYA;=60-(B/2) [1]

Por otra parte <BIC=1202, BOC=1209, con lo que AlOC son conciclicos.



Sean Uy V las intersecciones de AB y AC con la recta Ol.
<0IC=<0BC=309, <BIC=1209, <UIC=309, IBU=B/2, luego <BUI=1502-(B/2).

<AUV=302+3/2 [2]. De donde considerando [1] y [2], se deduce lo pedido.

Sea la implicacion inversa.
Sea ABC con angulos a, B, v.
Supongamos que la bisectriz de <B; A; C; es perpendicular a Ol.

Dado que | es el circuncentro de B; A; Cy, la bisectriz del angulo pedido cortara a la mediatriz
del lado B; C; en su confluencia D con la circunferencia inscrita a ABC, es decir la circunscrita a
B1 A; C; . La mediatriz de B1 Cy, al ser el triangulo B; A C; isdsceles por construccidn, es a su
vez la bisectriz del dngulo BAC.



Ademas si la recta |0 corta a larecta BCen V, <DVA;= <DVI por la doble tangencia.

Por la construccidn realizada, <BA;1Ci=(a/2) +( y/2), <CA1B1=(a/2)+ (B/2), <C1A1B1=(y/2)+ (B/2)
Asi, <C1A; D=(y/4)+ (B/4), y es <DA1B=(a/2)+ (B/4)+ 3(y/4)

Por la tangencia comentada, es <ADV==(a/2)+ (B/4)+ 3(y/4)

Asi <DVA= (B/2)- (v/2).

Ademas si la recta VD cortaa ABen Sy a ACen T, estudiemos los angulos AST y ATS:

El ser ID perpendicular a ST implica que AD ademas de ser bisectriz de ST es mediatriz de ST,
con lo que el tridngulo AST es también isdsceles y semejante al AC1B;1, con

<AST=<ATS= (B/2)+(0/2).

Sea A; el pie de la altura del vértice A sobre el lado BC. Dado que D es tal que VDA es
rectangulo en D y que VA3A es rectangulo en As el cuadrilatero ADBsV es inscriptible, siendo
pues <AVD=<AB3D =<AB;l= <BAI- <BAB3= (a/2)- (902-B)=(B/2)- (v/2), con lo que deducimos que

<AVD=<DVI=<IVA;=(B/4)- (y/4).

Y ademas <AVA1=3(B/4)- 3(y/4).

Tracemos ahora la rectas VA, Ai1C;1 y A1B1, que construirdn el triangulo A; RT que vamos a
analizar.



Tracemos la bisectriz del angulo C1A;1B;1 que cortard a la base RT en W.

<RWA; =<VWA;=180-(<WVA1+ <VA;W)=180-(3(B/4)- 3(v/4)) - (<VA1C1+<C1A; W)=
(cc+B+y)-(3(B/4)+ 3(v/4)) - (902-(B/2))-(45°-(a/4)) = (a/2)+y

De manera analoga haciendo cdlculos tenemos:

<TWA;= <TVA1 + <VA;T= (3(B/4)- 3(y/4))+ ((902-(B/2)) + (452-(at/4))=(ct/2) +B.
Asi pues, el triangulo estudiado RA:T “puede tener” de angulos B ay.

Luego tenemos 90-(a/2)=a, y cqd, a=609.
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