Problema 742. Sea H el ortocentro del tridangulo acutdngulo ABC, y sean Ay, B, C1 los circuncentros de los
tridngulos BCH, CAH, ABH. Demostrar que las rectas AA;, BB;, CC; concurren.

Komal (2011), Mayo

Solucién de Ercole Suppa. Sea O el circoncentro de AABC, sea FF = AA; N OH, sea M el punto medio de
BC'y denotamos con R, Ra, Rp, Rc los radios de las circunferencias ®(ABC), ©(BCH), ©(CAH), ©(ABH),

respectivamente.

Para obtener el resultado solicitado bastard comprobar que las rectas AA;, BBy, CC pasan por el punto medio
de OH (punto de Feuerbach tridngulo ABC).

Por ley de senos aplicada a los tridngulos AABC e ABCH tenemos que

BC =2Rsin A
BC =2R4sin(180° — A) = 2R, sin A

de donde se sigue que R = Ry4. Del mismo modo se demuestra que Rp = Rc = R.
Siendo BO = R= R4 = BA; tenemos ABMO = ABMA;. Entonces OM = MA; y
OA1 =2-OM =2-0B-cos(£BOM) =2Rcos A (1)
Por otro lado la ley de los senos aplicada al tridngulo AAHC' ofrece
AH =2 Rpsin(LACH) =2- Rsin(90° — A) = 2Rcos A (2)
De (1) y (2) se deduce que AH = O A1, entonces el cuadrildtero AH A; O es un paralelogramo, dado que AH || OA;.

Entonces HF = FO y la demostracion estd completa. O

Segunda solucién. Usando coordenadas baricéntricas' los puntos A;, By y C; tienen coordenadas
A (a4 —a?? —a? —at + AP + 2822 + VPP — ¢t —at + 24202 + 2P — v+ b202)
By (—a2b2 — a2 +b* —20° + ¢t a?b? — b+ b2 at — 2a%0? — PP + bt — b262)

(& ((12192 +a22 v 422 — ¢t —at + P + 222 + VPP =t —ad?P - PP+ 04)

1En la realizacién de los célculos se utiliz6 MATHEMATICA y el paquete baricentricas.nb, descargable desde el sitio de Francisco
Javier Garcia Capitdn http://garciacapitan.99on.com/baricentricas/.


http://garciacapitan.99on.com/baricentricas/

Las rectas AA;, BBy, CCy tienen ecuaciones
AA; (a4 +b% —2a%? — a®? — bzcz) Y+ (2(JL2c2 +a?b? + b2c? —at — 04) z=0
BB, : (a4 + b — 24%0? — P — b202) T+ (a2b2 +20%¢% + a?? — vt — 04) z=0
ccy (a4 + ¢t —a?h? — 2% — b202) T+ (a2b2 +a%c? + 2022 — bt — c4) y=20

y son concurrentes puesto que

0 a* + b* — 2420 — a%c? — b?c? 202 4+ a?b? + b2 —at —
a* + b* — 2a2b2% — 422 — b33 0 a?b? + 2022+ a2 -t —ct | =0
a* 4+t —a?b? — 222 — b2 a?b? 4+ a?c® 4+ 2032 — bt — ¢ 0

El punto F' de interseccién de AA;, BB, C'Cy tiene coordenadas baricéntricas
F ((b2 - 02)2 —a? (b2 + 02) Jat —ad? (b2 + 202) — b2+t at —a? (2b2 + 02) + bt — b2c2>

de donde se sigue que F' es el punto de Feuerbach del tridngulo ABC.



