Problema 744 de trianguloscabri. El incentro del triangulo ABC
es I. El punto medio de AB es C' y el de AC es B’. Las rectas C'I
y AC' se cortan en B”, las rectas B'I y AB se cortan en C” . Si las
dreas de los tridngulos ABC" y ABC' son iguales, scudl es la medida
del angulo CAB?
http://www.sectormatematica.cl/olimpiadas/probmundo.htm
Solucién de Francisco Javier Garcia Capitan. Vamos a sustituir el
incentro I por un punto cualquiera y vamos a plantear el problema con
mas generalidad usando lugares geométricos.

Problema 2. Sean ABC' un tridngulo, P un punto y B’,C' los puntos
medios de CA y AB. Las rectas C'P y AC se cortan en B”, las rectas
B'P y AB se cortan en C”. Hallar el lugar geométrico de los puntos P
tales que los tridngulos AB"C" y ABC tienen la misma drea.

Solucion del Problema 2. Veamos que el lugar geométrico es una
hipérbola. Si P = (u : v : w) entonces B” = (z —y : 0: 2) y C" =
(x — 2z :y:0). Los tridngulos AB"C" y ABC' tendra la misma &rea si

1 1 0 0
r—y 0 z|==1
(@—y+2)le+y—2)|,_" y 0

Srx—y+2)(r+y—2)=+tyz,

igualdad que conduce a las cénicas I'y : 22 — 92 — 22 +3yz = 0 y
Fy:a?—y?—224+yz=0.

La cénica I'y. La cénica I'; pasa por los puntos medios de B y C’
y tiene su centro en el punto Q = (1 : 2 : 2), que divide a la mediana
AA’ en la razén 4:1. La paralela por Q a BC corta a las medianas
BB y CC’"enlos puntos Y = (1:3:1)y Z = (1:1:3), que son
puntos de la cénica. Estos cuatro puntos, junto con los simétricos de
B’y C' respecto de Q nos dan seis puntos de la cénica, suficientes para
trazarla.

Observemos también que I'; pasa por los puntos (=1 : 0 : 1) y
(=1 :1:0), puntos del infinito de las rectas CA y AB, por lo que I'y

es siempre una hipérbola, con asintotas paralelas a CA y AB.
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La cénica I'y. La conica I's también pasa por los puntos medios de
B’y C" y tiene su centro en el punto ' = (1 : 2 : 2), simétrico del
baricentro G respecto del punto medio A’ de BC. También se trata de
una hipérbola con asintotas paralelas a C Ay AB.

Para dar respuesta a la cuestion planteada por el problema original,
basta observar que el incentro I = (a : b : ¢) deberd estar en alguna de
las conicas I'y o I's, lo cual equivale respectivamente a que cos A = %
(imposible) o cos A = 3, cuando el dngulo A mide 60°.



