Problema 745 de trianguloscabri. Dado un triangulo ABC', cons-
truir con regla y compds una paralela a AB que corte a CA y BC en
A" y B’ respectivamente y de manera que la distancia entre AB y A'B’
es el doble del radio de la circunferencia inscrita a A'B'C'.

Propuesto por Francisco Javier Garcia Capitan.
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Solucién de Francisco Javier Garcia Capitin. Comenzamos con un

lema que vamos a usar inmediatamente para encontrar varias soluciones
de este problema.

Lema 1. Sean P = (u : v : w) un punto cualquiera del plano del
triangulo ABC', P’ el pie de la perpendicular trazada por P a BC y P”
el simétrico de P’ respecto de P. Entonces las coordenadas de P son

P" = (2a*u : a®*v — uSc : a*w — uSp).

Demostracion. Hallemos las coorde-

nadas de P’. Para ello, hallemos la A
ecuacion de la recta que pasa por

los puntos Py (—a® : S¢ : Sg), P"
punto del infinito de una perpen-

dicular a BC, y después su inter- P
seccion con la recta BC : x = 0.

Todo ello puede hacerse resolvien- B P C
do el determinante

0 Yy oz
u v w |=0= (Spu+d*w)y = (Scu+ a*v)z,
—a2 SC SB

que da el punto P’ = (0 : Scu+a*v : Spu+ a*w). Como la suma de las
coordenadas de P’ es a*(u+ v+ w), las coordenadas de P” se deducen
de la relaciéon algebraica

P" = 2P — P’ =2(a*u, a®v, a*w) — (0, Scu + a*v, Spu + a*w)
=(2a*u, a*v — Scu, a*w — Spu).
Andlisis del problema. Ahora, sea J = (u : v : w) un punto ar-

bitrario sobre la bisectriz BI del triangulo ABC. Sean Z el pie de J

sobre AB y J” punto simétrico de J’ respecto de J.
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Usando el Lema 1, tenemos que J” = (c2u— Spw : c?v—Sqw : 2c*w).
La paralela por J” a AB es la recta 2w(x +y) — (u+v —w)z =0y
su punto de corte con la recta BC es B’ = (0 : u+ v —w : 2w). Como
las coordenadas de J y B’ tienen la misma suma, su punto medio M
se puede obtener sumando las coordenadas de ambos. En consecuencia
tenemos M = (u : u+ 2w — w : 3w), y el punto simétrico K de
B=(0:2(u+v+w):0) respecto de M es K = (u: v — 2w : 3w).

El problema estara resuelto cuando, estando J sobre BI, K esté so-
bre C1, es decir

cu —aw = 0,
{bu—a(v—Qw):O:>

A partir de aqui tenemos B'=(0:a+b+c:2c)y K = (a:b: 3c).

J=(a:b+2c:c).

Construccién 1. Teniendo en cuenta que BB’ : B'C = ¢ : s, tenemos
la siguiente construccién:

CONSTRUCCION 1 CONSTRUCCION 2

= ], es el excentro correspondiente al vértice A.

= Y, es pie de I, sobre C'A, es decir el punto de contacto de la
circunferencia exinscrita (I,) con el lado C'A.

= D es el punto de interseccién de las rectas Al, y BY,.

= B’ es el punto de interseccién de BC con la paralela por D a
CA.



En efecto, BB’ : B'C = BD : DY, = AB: AY, = c: s.

Construccion 2. Esta otra construccién usa el hecho de que (CNIK) =
3, siendo N la interseccién de C'I con AB:
= Sean F, F' los puntos que dividen BI en las razones BE : EF :
FI=1:2:1.
= Sea () el punto de interseccion de AE y NF.
= K es el punto de interseccién de las rectas CI y la paralela a
BI por Q.
En efecto, tenemos

EI FEoo
NIK)=(EFl0)=—:—=—=3:1=3.
(C ) =( 00) 7T Fog 3:1=3

Construccion 3. Podemos prescindir de todos los célculos anteriores
y obtener una construccién del punto B’ por el método de la homotecia:
Y

X "B ‘B C

En primer lugar trazamos las bisectrices interiores de los angulos
B y C que se cortan en I.
La paralela por I a BC' corta a la bisectriz exterior del angulo
BenU.
La paralela por U a BI corta a BC' en X.
La paralela por X a AB cortaa CAenY.
La paralela por A a BY corta a BC' en B'.

En efecto, la homotecia con centro C' y razén CB : C'X transforma
B en B’, y las circunferencias trazadas en la figura se transformaran
en las requeridas por el enunciado.



