Problema 749

Sobre un angulo de 602(111)
Sea ABC un trigngulo con AB < AC, Sean O el circuncentro e I el incentro.
Sean Ay, By ,C4 los puntos de contacto de la circunferencia inscrita con BC,AC y AB,

La bisectriz de #8414, Cy es perpendicular a O siy sélo si<< A = 608,
Fondanaiche, P. (2015): Comunicacion personal.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

Supondremos unos ejes de coordenadas centrados en A, con BC
como eje de abscisas y A1/ de ordenadas. M es el punto medio de
BC, Ry rlos radios de las circunferencias circunscrita e inscrita

respectivamente. De este modo tenemos I = (0,7); 0 = (4, M, 0M)
. La recta que pasa por ellos es la de ecuacidn
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Vamos hallar, en primer lugar, la pendiente de la bisectriz del angulo
':;I'---I = 'EI-EJ_AJ_E:L.
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En el tridangulo isdsceles CA; By los angulos iguales miden 90 — =, El
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angulo ¢ mide 90 — %, por eso para @ = ZNA; C tendremos:

0=90—-+45-2=135 - C =90 +",
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B-C
La bisectriz exterior, perpendicular a ésta, tendra por pendiente tan D
Este valor ha de ser también el de la pendiente de la recta 17p. Calculemos esa pendiente.

b—c

AAM=BM—BA;==—(s—b) = =R(senB—sen(C):OM —r =R -cosd —r.
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La pendiente de la recta definida por I v O es pues

Vamaos a intentar conseguir una expresion mas manejable en la que sélo intervengan los dangulos del tridngulo ABEC y asi poder

compararla con la obtenida para la bisectriz exterior de ¢.

Una de las varias expresiones que ligan los diferentes elementos de un triangulo es
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T = senzsenzsenz
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Con ella R-cosd —r = R(cusﬂ—%-sen —-5en —- 5en ;). Usaremos Sen — = cos—— para los angulos de un tridngulo

cualquiera y otras identidadeés trigonométricas.
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AnS A BE+C E—-C
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Con este cdlculo sumamente laborioso obtenemos la expresién mas sencilla de la pendiente de 10 en funcion de los dngulos
del triangulo:
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pend(I0) =
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Ahora buscamos soluciones para la ecuacion trigonométrica

l-coeB—coel B-C
= tan—.
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De tan T = = y senB —sen( = 2-5en — - cos—— suprimiendo denominadores llegamos a
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BE+C BE-C
1—cosBE —cosC =2-cos > -(1—::::5 )
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Usando ahora cosB +cosC=2- cusBjE- cnsE:E,
B+C B—-C B+C E-C
1—2.cos 5 - COS 5 = 2-cos > (—cns )

y simplificando
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1=2-cos

O de forma equivalente 1 = 2sen %, de donde resulta, A = 60°. m



