Problema n° 764
Sobre un angulo de 60°(XI11)

Sea ABC un triangulo acutangulo y escaleno con AB<AC.
Sean A, y B, los pies de las bisectrices de Ay B.
Conociendo que AB + BA,= AB,+BB; ,es <ABC = 80°, si y solo si <A=60°.

Solution proposée par Philippe Fondanaiche

On démontre d'abord la propriété suivante :
Lemme: dans un triangle ABC acutangle et scalene avec AB < AC qui a pour bissectrices AA; et BB,, on a I'égalité
AB + BA,= AB,+BB; si et seulement si I'angle en B est le double de I'angle en C, c'est a dire £ ABC =2 / ACB.

Démonstration:

ler cas :par hypothese Z/ ABC =2 £ ACB.

On a B,BC = B,CB. Le triangle BB,C est isocéle de sommet B.. Il en résulte AB,+BB, = AC.

La perpendiculaire issue de C a la bissectrice AA, coupe la demi-droite Ax en un point D situé sur la droite AX en dehors
du c6té AB. Les triangles ACD et A,CD sont isocéles de sommets A et A, .

Dou: ZACD= ZADCet LA,CD = ZA,DC. On obtient alors £ BDA, = Z ACA, = Z B,BA,. Ladroite (AD,) est
donc paralléle & la droite (B,B). D'ou £ BA,D = / B,BA, = ZBDA.. Le triangle BDA est isocéle de sommet B.

D'ou AB,+BB, = AC = AD = AB + BD = AB + BA, . Cqgfd

2éme cas : par hypothése AB + BA,= AB, + BB,

Soient les angles 2B = £ ABC et 2y = £ ACB avec par hypothése p < 45°et B>vy.D'ou £LBAA,=90° - —1.

La loi des sinus appliquée aux triangles ABA, et ABB, donne les dimensions des segments BA,, AB, et BB, en fonction de
AB, et vy, a savoir:

BB, =sin(2p + 2y).AB/sin(p + 2y), AB, = sin(B)/sin(p + 2y) et BA, = cos(p + y).AB/cos(p —y) avec B + 2y toujours <180°.
Comme par hypothése AB + BA2= AB2 + BB,, on obtient une relation entre les angles p et y de la forme:

[sin(2B + 2y) + sin(B)].cos(B — ) = [cos(B + y) + cos(B —y)].Sin(B + 2y) qui peut encore s'écrire grace a la formule
trigonométrique 2sin(u).cos(v) = sin(u + v) + sin(u —v):

f(B) = [sin(3B +y) —sin(2B + 3y)] + [sin(p + 3y) — sin(2P + )+ [sin(2P —y) — sin(3y)] = 0

Les trois expressions contenues entre crochets [..] s'annulent pour § = 2y, c'est a dire quand I'angle en B est le double de
I'angle en C et on Vérifie qu'avec les hypothéses y < < 45 °, la courbe représentative de f(B) en rouge comme celles des
fonctions définies entre crochets ne s'annulent que pour p = 2y.Cqfd



L'application du lemme permet de conclure rapidement:

ler cas: AB + BA,= AB,+BB, et / BAC = 60°.

Il en résulte 23 + 2y = 120°. Comme B = 2y, on en déduit £ ABC =2 = 80°
2eéme cas : AB + BA,= AB,+BB, et #/ ABC = 80°

Comme y = /2, on en déduit y = 40° et £/ BAC = 180° — 80° —40° = 60°.

Nota important: Si on admet que le triangle ABC est obtusangle, alors si £ ABC = 120°, la propriété AB + BA,= AB,+BB; est vraie quelles que soient les
valeurs des angles en A eten C.



