Problema 764

Sobre un dngulo de G02(XIII)
Sea ABC un trigngulo acutdngulo y escaleno con AB < AC,

Sean Az y B; los pies de las bisectrices de Ay B,

Conociendo que AB + BA; = AB; + BB;, es < ABC = 80°, siysdlosi< A = 608,

Fondanaiche, P. {2016): Comunicacion personal.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de Salamanca.

E

"' Segun el teorema de los senos en el tridngulo ABB; tenemos
BEB; AB;  BB;+AB; = AB+ BA;
_ sen A sen% senﬂ+sen% senﬂ+sen%
. Tomando la igualdad entre la segunda y la cuarta de estas fracciones y
. ' aplicando ahora el teorema de la bisectriz podemos escribir
AB; be
B B
y . A sens (a+c}-sen§
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AB+BA,  “tyro cla+b+c)
B B B
sendA+sen—= sendA+sen = (b+ c}(senﬂ+5en —)
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Asi pues
a+b+rc _ b
(b +¢) (senﬂ+ sen E) (a +c)-sen 5
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Quitamos denominadores y agrupamos en sen B%

[(a+b+c}(a+c}—b(b+c}]sengzb(b+c}senﬂza(b+c}senﬁ‘

Teniendo en cuenta que B es el dngulo doble de % podemos simplificar la expresion ultima
B
(a+b+c}(n1+r:]—b(b+c}=2m(b+c}-cns§

Desarrollamos el primer término de esta igualdad
(la+b+cila+c)—bb+c)=a*+c?+2ac + bla—b)

B
= 2ac -cosB + 2ac + ab=a(4c-cns‘5+b)

Con ello nos queda ahora

4c-cnsz‘§+b =2(b+c) 'Cﬂﬂg (*)

Esa expresion es la que resumen las condiciones del enunciado.

Tomando como unidad el diametro del circulo circunscrito al triangulo identificamos la medida de cada lado con el valor del
seno del angulo opuesto.

E B R .
Tendremos b =sen B = 2 - sen —- cos—, ¢ = sen C, y asi simplificamos la expresidn (*):
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2c-cos—+sen—=b+¢ (**)

2 C J13'+ E—E 5 E+ C
Sen ::052 senz— sman2 c:n::ns2 sen

Agrupando en sen C

E(E 5 1)— 5 (2 5 1)
sen CDSE = sen 5 t:c:s2

. . B
Como el triangulo es acutangulo 2 - cos—— 1 # 0y portanto

- B
sen £ = sen 5

En un tridngulo eso significa que €5 = 2<4C.

Reciprocamente esa condicion sobre los angulos también implica la igualdad de la suma de los segmentos del problema.

En efecto: B = 2<4C implica que BB; =B,Cy entonces BB; +AB;=Db. De otra parte ya hemos calculado

clatb+c)

AE+FBA, =— .
< (b+c)

Quitando denominadores, la expresion gue va a ser una identidad es

cla+b+c)=bb+c)eobl—cl=acr @2ab-cosC —al =ac =P tosl =a ¥4

Sean c=5enC: b =sen B = sen 2C; a = sen (180 — 3C) = sen 3C.
a+c=s5en3iC+senlC =2-5en2C -cosC = 2b -cosC

Por tanto es cierta la identidad.

Lo gue se pide en el problema es ahora inmediato, pues silos angulos de un tridnguloson €, B = 20y A = 180 — 3C, cuando

2C = 80, entonces A = 60 y reciprocamente.®



