Problema 771.- Dado un triangulo ABC, se traza por A una recta r paralela a BC. Se traza por C una recta s paralela a BA. Se
considera una recta t variable que contenga a B. La recta t corfaraa ren U y as en V. Sea P el punto de interseccion de VA con
UC.

Hallar el lugar geométrico de P al variar .
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Solucion sintética

La correspondencia entre las rectas 'y S es una proyectividad Tg: consiste en proyectar una recta sobre la otra a través de B.
Si llamamos B" al punto coman ambas; A.., Co a los puntos del infinito de 7y 5 respectivamente, se corresponden en ella

g
r —=S

(4..,A,U,B") = (C,C,,V,B")

El eje estd formado por las intersecciones de las rectas definidas por parejas (UV") y (U'V). Se trata de la recta € paralelaa AC

que pasa por B,

Consideramos ahora la aplicacién entre el haz de rectas de polo Ay el de polo C definido haciendo corresponder a una recta
AV del primero, la recta CU del segundo siendo (U, V) un par de homélogos por Tg.
Esto es evidentemente otra proyectividad: los puntos de interseccion de los pares de rectas homologas forman una conica que

pasa por los vértices Ay C. Este es el lugar geométrico buscado.

Tomando ahora la recta paralela a AC por B, que intersecta a ry 5 en Uyy Vi respectivamente, es obvio que AV, y CUj son las
medianas desde Ay C, por tanto G, el baricentro de AEC, es otro punto de la conica. Es evidente, observando la figura, que

EEB" es la mediana desde B que resta.

La recta €, eje de Ty, contiene un punto de este lugar: B” (donde U = V) y ninguno mas, pues P = AV N CUJ € e significaria

que los puntos Ay C se corresponden en la proyeccidn. Es tangente a la conica.

También son tangentes a la conica las rectas BAy BC. En efecto: si ¢ = BA contiene un punto del lugar distinto de A, el punto

V de s, que permite definirlo sélo puede ser ., su proyeccion por B sobre res U = A, portanto AVNCU = A, Luego BAes
tangente.

De forma analoga se demuestra que BC también es tangente y, en consecuencia, la recta AC es la polarde B.

Sean A"y (" las proyecciones desde B sobre la recta eje €, de los puntos A y C. El lugar geométrico es una conica inscrita en el
triangulo A'EC"y que pasa por los puntos medios del mismo.

La recta GB” es un eje de esta cdnica, pues pasa por el punto medio B'de AC,y latangente en B” es paralela a AC. El centro
es el punto medio O de este segmento, que es el baricentro del tridngulo A'BC', ya que B"G = EE’E—EE’E=§E’E;
B"0=06=B"G=-B'B=:B"B.

Se trata de la elipse inscrita de Steiner de este tridngulo T = A'BC, y es la de mayor drea inscrita en él.

Solucion analitica

Tomando coordenadas baricéntricas relativas al tridngulo ABC, tenemos para las rectas ry Slas ecuaciones

r:y+z=0;5:x+y=0.5upuntocomines B" = (1: —-1:1).

Si se toma un punto genérico X # B, X(m:n:p),la ecuacién de la recta t =BXserd t:px —mz=0. El punto

U=rnt={m:—p:p) yV=s5nt=(m:—m:p).

Para las rectas AV y UC tenemos las ecuaciones Tyy:py + mz = 0y rpgipx + my = 0,

Resolviendo el sistema formado por estas dos rectas se encuentran las coordenadas de un punto genérico del lugar

P = (m%:—mp: p*). Claramente los puntos 4, B" y C tienen esa forma.

Lo primero gue se ve facilmente es que ese punto no esta situado en la recta del infinito, de ecuacion x + v+ 2z =0, pues

m?—mp+p?={m—p)?+mp = 0siempre que mp # 0{osea X # B).
Si m o p son nulos se obtienen los puntos Ay C.

Apoyandonos en el razonamiento geométrico de los haces de rectas por Ay C, obtenemos que el lugar geométrico es una

elipse de ecuacion y? = xz.

Las rectas BAy BC son tangentes a la misma y su centro (polo de la recta del infinito) es el punto 0{2: —1: 2) solucién del
sistema siguiente

(5 3 2o

Teniendo en cuenta que Ay Cson los puntos medios de A'B y C'B respectivamente tendremos A'=24—-B=(2,-1,0)y

C'=2C—B =(0,—1,2) (sin necesidad de calcular la ecuacion de la paralela a AC por B") y por tanto el baricentro del
triangulo A'BC" es g(ﬂ’ + B+ (") =(2:—1:2), que es el centro 0 de la cénica.



