Problema 774. Roberts, W. (2003): The Eutrigon Theorem

Juan Antonio Villegas Recio.
Alumno de 2°Bachillerato del I.E.S. Blas Infante (Cordoba)

Sea el triangulo ABC. Sobre el exterior de sus lados se dibujan los
triangulos equilateros BCD, ACE y ABF de areas P, Q, R,
respectivamente. Sea S el area del triangulo ABC Probar que
S+P=Q+R si y solo si el angulo BAC mide 60¢°.

~N

S =1185

d = 2451
P = 12.67

Q=912
R = 15.39

g = 2451

Efectivamente,
comprobamos que

independientemente del
> | valor de los lados, siempre
que A mida 602 se
cumplird que S+P=Q+R
(d=g)

d = 3151

g = 3L51

§ = 1189
=328
P = 2001

=215
Q j = 2684

R=su Ademas, comprobamos
que si el angulo A no mide
> 602, tampoco se cumplird
que S+P=Q+R (i#j)



http://www.principlesofnature.com/gallery_of_selected_art_works/index.htm

Para empezar, tenemos que demostrar dos cosas:
1. Si A=602; entonces S+P=Q+R
2. Si S+R=Q+R; entonces A=602
1. DEMOSTRAR QUE SI A=60, ENTONCES S+P=Q+R

1 1 1
Q+R= Ebzsen60° + = c?sen60° = = sen60°(b? + c?)

2 2
1 1 1
S+P= Ebc - sen60° + Eazsen60° = Esen60°(bc + a?)

Si A=602, demostrar que b2+c2=bc+a2
Para demostrar esa igualdad recurrimos al teorema del coseno,
que afirma que:

a? = b2+ c2 — 2bc - cosA
Observamos la similitud con la ecuacidn anterior, para que en
b2+c2=bc+a?se verifique el teorema del coseno, debe cumplirse

que 2cosA=1, si A=609, se cumple que 2cos60° = 1; 2% =1
Se verifica el teorema del coseno a partir de la suposicién de
A=602, Como Queriamos Demostrar.

2. DEMOSTRAR QUE SI S+P=Q+R, ENTONCES A=60
Planteando la primera ecuacion, despejando S: S=Q+R-P;
S = %bzsen60° + éczsen60° — %azsen60° = %sen60°(b2 +c2—a?)
Por otro lado, S = %bc . senA. Asi,
S =/L(b*+c?-a*) = jbc - senA
B(b%+c?-a?) = bc - senA
2 ~
Despejando senA:

A_\/§ b? + c? —a?
senh = — >

Vé “ \/§ .
Asi, ahora queremos demostrar que senA = > s decir, que

b%+c?-a?
bc
b? + c? — a? = bc, teniendo ahora de nuevo que demostrar que

= 1, llegando de nuevo al teorema del coseno, ya que

A~ 1, A : -
2cosA=E, siendo A=602 el unico valor positivo menor que 180°

que satisface esa ecuacion.



