Quincena del 16 al 30 de junic de 2016.

Problema 780.- Sea A’, (respectivamente B, C’) el pie de la altura desde el vertice A (respectivamente B, C) en un triangulo ABC.

Sea H su ortocentro y sea M un punto arbitrario del plano. Demaostrar que las seis cdnicas que contienen a los puntos MABA'E’,
MECB'C', MHCA'E', MHAE'C' y MHB (A  tienen en comuin otro punto ademds de M.
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Observando la figura, se me ocurrio dibujar la conica definida por

los tres vértices, el ortocentro y el punto M (la de color naranja),
junto con las otras conicas del problema (agui solamente hay tres).
Comprobé la veracidad del problema y se me ocurrid trazar la recta

MN. Me sorprendid ver que se trataba de la tangente en M a la
séptima conica anadida.

Ademas el resultado se mantenia si en vez del ortocentro se
tomaba otro punto arbitrario.

Después sustitui M por N y pude ver que la recta MN era tangente
a esta octava conica (en color rojo). Es decir, el proceso de

construir N a partir de M es involutivo.

Asi pues, el problema de hallar los puntos comunes a varias
conicas se transformd en el de hallar los puntos comunes (M y N) a una cénica y una recta. Para ello se me ocurrid utilizar
coordenadas proyectivas, donde H es un punto arbitrario de modo que no esté sobre ningun lado del tridngulo. En esta

referencia® = {A,B,C; H}, tenemos M = (u: v:w).

Ahora vamos a encontrar las ecuaciones de las seis conicas del problema y la de la la circunscrita al cuadrivértice y que pasa por
M.

Comencemos por esta dltima. La ecuacion de las conicas que pasan por los cuatro puntos del sistema de referencia es de la

forma ayz + fzx = (@ + f)xy. Obligéndole ahora a pasar por el punto M, obtenemos la siguiente ecuacidn
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La polar de esta conica en el punto M es la tangente en ese punto, se obtiene facilmente:

Escribimos la matriz de la conica y la aplicamos a M. Obtenemos los coeficientes de la recta que contiene al punto N, que es
comun a las seis conicas y es el objetivo del problema.
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La ecuacion de la tangente en M es
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Las ecuaciones de las otras seis conicas se van a detallar a continuacion.

o Para la definida por los puntos ABA'E'M, tenemos el haz que pasa por los cuatro
primeros, tomamos un par de rectas AB:z =0y A'B"z=x+ yporunladoy AB:yv =10

y BEA"x = 0 de otro. Con ellas formamaos la ecuacion de todas las que pasan por esos
cuatro puntos

(x+y—zlz+Axy=0

Y ahora al hacer que pase por M obtenemos
Miuvz{ix+y—z) —xywlu+v—w) =0.

De modo andlogo, sin mas que cambiar B por C en la anterior, (y también ¥ por Z; ¥ por w) obtenemaos la ecuacién de la cénica
que pasa por ACA'C'M

Geuwylx —y+z)—xzvlu—v+w) =0
Con igual método se obtiene la que pasa por BCE'C'M
Mp:vwx(—x+v+z) —yvzul—u+v+w) =0

Para la conica que pasa por MEHA'C", observando la figura, tomamos los pares de rectas

EH:x =zy AChy=x+zprimero y O'E:z2 =0y A'H:y = z después. Con estas cuatro
compongo la ecuacion del haz de las que pasan por esos cuatro puntos. Después

imponemos la condicidn de pasar por M y de ese modo conseguimos

Tewv—wix—z)x—v+z)—zlyv—zu—-w)lu—v+w) =0
Igual que antes, cambiando B por C en la anterior, (y también ¥ por z, ¥ por w) obtenemos la ecuacidn de la conica que pasa

por MCHA'B', se trata de la cdnica

Givlw—w)x - +y—z) —yEz-»u-vIu+tv-w)=0

Finalmente para la conica que pasa por MAHE'C tenemos (cambiando B por A en la primera)
e:wlu—wiy—z)(—x+v+z)—zix—2)v—w)l—u+v+w) =0

La interseccion de la conica

L:uvz{ix+yv—z) —xywlu+v —w) = 0.

con
w— v U— W v —U

x+ v+ z=0

u v w

m:

nos da, (resolviendo con muchisima paciencia) ademas del punto M = (u: v: w), el punto
N={(ul—u+v+whrlu—v+whwu+v—w))

gque veremos que también estad en las otras conicas.

Con un programa del tipo de Derive es facil comprobar gque este punto también esta en las cinco conicas restantes.

De todos modos, para guien desee ver un poco mas los calculos, usando una notacidn tomada del semiperimetro del triangulo,

llamando 25 = u + v +w (NO CONFUNDIR s CON SEMIPERIMETRO), las coordenadas de N se pueden poner como
N = (2uls —u): 2v(s — v): 2wis —w)) = (Mginyng).
Al sustituir x, ¥, Z por las correspondientes coordenadas de N se tienen expresiones como

x—y+z=(—ut+v+wilu+v-w =”:':f; yxr—z=(u—wirv—u—w) ="Z.n

ey

y con permutaciones se obtienen todas las expresiones necesarias gue permiten comprobar gue N es un punto de las seis
conicas.

También sirven esas expresiones para comprobar gue el punto asociado a NV es este proceso es M, esto es, el punto cuyas
coordenadas son

(nx {—nx +n, + ng}:n}.{nx —n, + 113}: ng{nx +n, — ng})

) iﬂ._.,i-!_.,.i-!;}

es otra vez el punto M. (Basta ver que, por ejemplony(n, —ny+n;) = v —-

Un caso particular

Para concluir veremos qué ocurre en un caso muy particular. Se trata de aguél en el que M es el baricentro del tridngulo y H el
ortocentro. Aqui usaremos coordenadas baricéntricas.

La cdnica T, circunscrita al tridngulo y que pasa por el ortocentro y el baricentro, es una hipérbola equildtera, cuyo centro esta
en la circunferencia de los nueve puntos, conocida como hipérbola de Kiepert que tiene la propiedad de ser el lugar
geomeétrico de los puntos cuyas polares respecto del triangulo (llamadas también trifineales) son perpendiculares a la recta de
Euler.

La ecuacion de esta hiperbola (en baricentricas) es
(b2 —c?yz+(c? —a%)zx+(@® —b%)xy =0
La ecuacion de la tangente en G es
m:(b?—c¥)x+ (c?—a®)y+(a®*—b¥)z=10

El conjugado isotomico de esta recta es, precisamente, la propia hipérbola de Kiepert.

i . 1
|,’_EI conjugado isctomico de un punto P(p: g:7) es el punto @ (—-— :—1]}

Esta recta pasa también por el simediano K = (a?:b?: c¢?) del tridngulo.
Por ultimo la ecuacion de I3 en baricéntricas es
L:(S,—c®)xy+z(Sx+ Sgy—S-z) =0
Y la interseccidn con m nos da (ademas de M) el punto
N={(-3a>+b*+c%:a?—-3b%+c%:a?+b%*—3c%)



