Articulo Extra sobre el numero 800 de la Revista.
Sobre Proporciones.

F. Damian Aranda Ballesteros.

Problema 1.-

Sea ABC un tridngulo isdsceles con un punto X sobre AB tal que se verifique que
AX = CX = BC. Demuestra que:

B

E

i) <BAC = 362
ii) % = ? (¢ = Numero de Oro)
iii) Sea E el punto medio del lado C. Si XB=1, calcula XE y deduce los valores de

sen 369, cos 362y tan 36°.

Solucion:

Como AB=AC entonces ZABC=~/ACB=aq. La igualdad AX=CX=BC nos permite asignar
valores para los siguientes dngulos:

En definitiva,
ZACB=q. = 2:(1802-2q1);
a=72°¢

Por tanto,

Z/BAC= 1802-1442 = 362 (i)

Como quiera que CX es la bisectriz interior
180-2a | del angulo C en el triangulo ABC, tenemos

180-2
que:

AX/XB=AC/BC

Como AC = AB = AX + XB y BC = CX = AX, entonces
AX/XB = AC/BC; AX/XB = (AX + XB)/AX.

En definitiva, AX/XB = 1+ XB/AX.




Sillamamos k = AX/XB, entonces k = 1 +%; k* —k —1=0;

1+V5
k= — coincide con el nimero de Oro, ¢.

En definitiva, AX: XB = ¢ (ii).

cuya solucidn positiva

1 2
o E* =¢2—(§-(¢+1)j ;
1 XE2:4¢2_¢2_2¢_1.
X 2 ;
g2 30 -20-1 _3(p+1)-2¢-1,
4 4 '
g XE2:¢+2.
e 4 '
360 1
A (P+1)/2 XE:E' b+2
c0536°=¢+1=1.¢+1—1-(1+¢—1): 15
20 2 ¢ 2 a

sen36°= \/¢ +2

_fer2 il 1) 1 1 Lo _ ,
20 _\/44)2 _\/4.[¢+2 2]—\/ {d) 1+2.(1 )] \/4.(4) 1+2.(1-¢+1));

1

sen36° = \/%.(¢—1+ 4-2¢) = \/_

7+(3-9)

tan36°= \/q) +2

2 2

_¢+2_,L Lo f2e- =39)) = 7 - 49;
VeI _\/¢4 = [¢3+2.¢4] J(20-3+2.(5-39)) = 7 - 4¢;

tan36°=\/7—4.(1+\/§J=\/(10_4\/§J= 5-25

Problema 2.-

Justifica las dos siguientes construcciones del pentagono regular.

CONSTRUCCION DE UN PENTAGONO REGULAR (1).

1.- Divide un segmento AB en la media y extrema razén en el punto F.
2.- Construye los circulos A(F) y F(B) que se cortaran en C.
3.- Construye el circulo de centro Cy radio AB que cortard a los dos circulos A(F) y F(B) en

los puntos D y E, respectivamente.

4.- Entonces, ACBED es un pentagono regular.

Solucion:

En el tridngulo isdsceles AFC, tenemos por el teorema del coseno,



1=¢*+¢° — 2¢0>.COSA;

2_
cosA = 2 - Loy
20 2
_ 2 _
cosA:%
cosp_2-6-1+420-1 ¢
2 2

En definitiva, A=362 y los dngulos del tridngulo isdsceles FBC serian iguales a 1082, 362 y 362.

Recordamos que en un pentagono regular convexo, la diagonal y el lado forman proporcién
aurea. Por ello, el segmento AB sera la diagonal de nuestro futuro pentdgono y el segmento
AF = AC = BC serd el lado. Por tanto el punto C pertenecerad a las circunferencias

A(F) y F(B). Una vez determinado el punto C, ya tenemos, tres vértices consecutivos del
pentdgono regular. Para construir los dos puntos restantes, D y E, bastard construir los pares
de circunferencias C(AB) y A(F), por un lado y C(AB) y B(AF), por otro.



CONSTRUCCION DE UN PENTAGONO REGULAR (I1).
Justifica la siguiente construccién del pentagono regular, donde los nimeros del 1 al 7 indican

el orden de los pasos a realizar.

Solucion:

Supongamos el radio de la circunferencia circunscrita igual a la unidad y obtengamos el valor
del lado AB. Para ello, sigamos en el orden, los pasos seguidos en la construccién:

1)
2)
3)

4)

5)

6)

7)

OA=1
Con el siguiente paso, trazamos el radio perpendicular al segmento OA por el punto O.
Por el punto medio de este segmento, construimos el triangulo rectdngulo de catetos

1y 1/2 e hipotenusa g .

Trazamos la bisectriz correspondiente al angulo opuesto al cateto de longitud 1,
determinando en este cateto dos segmentos de longitudes (1-x) y x de modo que, por

1
¥5
5

. Asi el valor de x sera:

el Teorema de la bisectriz 1-x_2 _
C Tk
2

5+.5 5.(5-5) _5-(5—‘/5)_1(5_\/5)

5 T GiB).GB) 20 4
1-x=1-7.65-8)= 2.5 -1)

De esta forma, el paso siguiente se determinara resolviendo por Pitagoras el triangulo
rectangulo de hipotenusa 1 y uno de los catetos igual a (1-x).

1 (L E-p) =L 6 _1
1-(1-x¢ =1 (4.(@ 1)} _16.(16 6+2\/§)_16.(10+2J§)

1
- — =
X

Resolviendo el tridngulo rectangulo de catetos, uno igual a x y el otro cuyo valor al
cuadrado conocemos del paso anterior, nos permitird encontrar AB.

1 21 1 1
(Z.(s—ﬁ)J +E'(10 +245) = E.(30-104§+10+2\/§) = E'(40 - 85)

AB = %.«/40 - 8«/_ = %.»\/10 - Zx/g , que coincide con el valor del lado de un

pentdgono regular en funcidn del radio 1 del circulo que lo circunscribe.



Problema 3.-

Justifica las dos siguientes construcciones del nimero aureo ¢.

Construccion (I).

AG
AB

Solucion:

Consideramos que el tridngulo equilatero sea de lado 2, lo cual no quita generalidad al
razonamiento.
Por tanto, el radio de la circunferencia circunscrita sera igual a \E Los puntos A y B son,

respectivamente, los puntos medios de los lados ED y EF, y asi AB serd la paralela media del
lado DF. Su longitud sera AB = 1.

Si llamamos x a la longitud del segmento BG, tenemos que, por la propiedad de la potencia del
punto B respecto a la circunferencia circunscrita, x(1 + x) = 1, de donde resulta que

_ —1+/5 —p—1.
2
Por tanto, 4G _ 14971 _ o.

AB 1




Construccion (Il).

e
Z

1. Construimos dos
circunferencias
concéntricas de
radios 1y 2 centradas
en el punto C.

2.- Construimos dos
circunferencias
concéntricas de
radios 1y 2 centradas
en el punto D.

3.- Trazamos la recta
por los puntos donde
se cortan las dos
circunferencias
pequenas en A y las
dos grandes en G.

4.- La razén de
longitudes entre los
segmentos AGy AB es

o.

Solucion:

Segun los valores de los radios dados, tenemos que el valor del segmento AB = /3.

Si O es el punto medio del segmento AB, entonces 0G? = 4 —%

Por tanto, AG =

V3+V15

y asi, finalmente,

AB

V3+V15
2

V3

_1+5

2

15

V15

=2506="2

4

2




Problema 4.-
En un rectangulo ABCD de lados a, b y de médulog = /2, construimos sobre el lado mayor

una semicircunferencia. Sea E un punto cualquiera sobre ella. Unimos E con los vértices Cy D
del rectangulo.

Si llamamos U y V, respectivamente, a los puntos donde ED y EC cortan al lado AB.
Demuestra que se verifica la relacion AV? + BU? = b2,

Solucion:

D C

Trazamos por el punto E la perpendicular al
didametro AB de la semicircunferencia dada. Sea
X el pie de dicha perpendicular.

Si llamamos x a la longitud del segmento XE,
sabemos que se verificara:

AX+XB =D

AX - XB = x?2

Por otra parte, consideramos la semejanza existente entre los siguientes pares de tridngulos.
Por un lado, OAU y EXU y por otro, CBV y EXV, lo que permite establecer las siguientes
relaciones de interés:

AU_XU.  AX-XU_XU. i ay X
AD EX a X a-+X
BY _XV. BX-XV_XV. gy X
BC EX a X a+X

Como AV = AX + XV y BU = BX + XU, entonces:

AV? + BU? = (AX + XV)? + (BX + XU)?

AV? + BU* = AX*+2-AX XV + XV%*+ BX*+2-BX-XU + XU?

En esta expresion de la suma necesitamos sustituir la suma AX? + XV?2 en funcién de x,a y b.
Como quiera que AX + XB = by AX - XB = x?, entonces:

(AX + XB)? = b?

Desarrollando dicha expresidn y despejando, obtenemos que:

AX? + XB? = (AX+XB)? —2-AX-XB = b? — 2x?



En definitiva, tenemos que:

AV? + BU? = AX?>+2-AX-XV + XV?+ BX®2+2-BX-XU + XU?

2 2
AV2 +BU? = AX? + BX? + BXZ, o+ AXL X 2 AXBX. —X— + 2 BXAX. —
(a+x) (a+x) a+x a+Xx
2
AV? +BU? = (AX? +BX?).| 1+ _ |+ 4.AXBX. 2
(a+x) a+X

2
AV £ BU? = (b7 - 2x%).[ 1+ —— [+ 4.x%.—
(a+x) a+X

Como, por hipdtesis b?> = 2a?, sustituyendo en la expresién anterior, obtenemos:

AV? +BU? = (2.a2 —2x2).[1 +

2 2 3
x* +(a+x) . 4x>

AV? + BU? = 2.(a-X). ;
a+Xx a+Xx

Desarrollando el producto indicado, obtenemos:

AVZ 4 BLA = 2(a-x)(2x* +2ax+a’) +4x> _2a.(a+Xx) _ 9t — b2
(a+x) (a+x)

En definitiva, AV? + BU? = b?, c.q.d.



Problema 5.- La Proporcion Cordobesa.

1. LA PROPORCION CORDOBESA. Definicién.

Sea R=1 el radio de la circunferencia que circunscribe al cuadrado BDFH vy al octégono regular
ABCDEFGH.

El cuadrado BDFH tiene de lado DF = /2.
De esta forma,

IE-IA=IF - ID»x2-0=2-2 0 32 42x 120222 ~4x+1=0
1 1 1 3-2V2
x=1E=—(2—\/§)—>x2=2x—§=2—\/§—§=T

De esta forma, ED? = ID? + [E? = ()2 32\/_ 4_§ﬁ:2—\/§—>ED:\/2—\/§

En definitiva,
(= lﬁ = 21\/7 =¥~ \/— \/ZJ”/_ \/1 +—= ¥ 1306566, .(Numero Cordobés)
8 —

2. El Rectangulo Cordobés. Su Construccion (I).
Dada una circunferencia de radio R, trazamos la bisectriz del primer cuadrante. Entonces AC es
un lado del rectangulo y OC=R es el otro.

oo
TAC




3. El Rectangulo Cordobés. Su Construccion (II).

* Dado el lado mayor |, tenemos que construir el segmento (\/ 2 — \/i) L.

Seria el lado del octégono regular de la circunferencia de radio igual R=I.

e — -

A o——— B
4. El Rectangulo Cordobés. Su Construccion (III).

PR RN
ml—( 1+39)1.

* Dado el lado menor |, tenemos que construir el segmento

Para ello, realizamos la media proporcional de los segmentos [ y (1 + \[72) L.

A B A
o x
/ V2
CJ= \'III 1+ T_'
G
c 0

[ev]

AB=CD=0CE =1
CH=1+




5. El Rectangulo Cordobés. Su Diagonal.

J K

Ch =1

6. Determinacion sobre la recta real del Numero Cordobés.
Dado el segmento unidad OA, determinaremos sobre la recta real el Nimero Cordobés.

* Usando Trigonometria.

Como quiera que C= /1 + g,

manipulamos algebraicamente dicha
expresion y obtenemos que

7z
, ’1+—
= 2(%+g)=‘/2_ 7"

(=2 cos (4;(_)).

Por tanto, en la figura anterior, si el segmento OA = U = unidad,
entonces OF = C= Numero Cordobés.




* Usando Geometria Elemental.

Los triangulos OCA y ODE son semejantes.

Como OC es bisectriz del dngulo en O, tenemos que por el Teorema de la Bisectriz aplicado al
triangulo OAB,

AC _BC _AC _ 1-AC 1

T‘ﬁ_’T‘T_’AC‘WZ

0C? =0A%+ AC®> > 0C* =1+

0C =v2(2—2)

44242 (4+2v2)(3—2v2)
3+2«/‘ 3+2v2  (3+2v2)(3-2v2) =4-2V2

Por tanto,
OE _ 04 0A4-0D 2 1

- OF = = V2 = =C
OD OC oc V22—2 2—2

En definitiva, OE = C= Numero Cordobés.

7. Division de un segmento segun la Proporcion Cordobesa.

Se trata de dividir un segmento segun dicha proporcidn. Para ello, sea xy 1-x las partes de
dicho segmento, debera suceder que ﬁ =(C- % = cTC1 — x es la cuarta proporcional entre
los segmentos 1, Cy C+ 1.

Si desarrollamos la expresién anterior dl segmento x, obtenemos que

k== Lo LR (1 ) (V241 =

GhL 14t 14242 V2-1
VZ+1—=+2-v2Y3+2v2

x=V2+1-v2+V2=1- \/_</1+—— >—>x=1—\/§(c—1).

En definitiva, la divisién de segmento OA = U = unidad, se haria de esta forma, pues:

OX =1—+2(C—1)

OA=AB=1 0D =C(N Cordobés)




