Problema 790. Dado un tridngulo AABC, sean O1, Oz, O3 los puntos medios de los lados. Sean R el radio de la
circunferencia circunscrita y r el radio de la circunferencia inscrita. Sea O el cincuncentro. Demostrar que

001 +005+ 003 = R+ .

Johnson, R.A. (1960): Advanced Fuclidean Geometry. (p. 190).

Solucién de Ercole Suppa. Utilizamos las notaciones de geometria del tridngulo: a = BC, b= CA, c= AB 'y
ponemos OO0 =z, 005 =y, O03 = z. Se distinguen dos casos:

PRIMERO CASO.

X

B o, c
Si AABC es un tridngulo acutdngulo por supuesto tenemos
[ABC] = [OAB] + [OBC]| + [OAC] <

1 1
§(a+b+c)r:§(ax+by+cz) &=
_ar+by+cz

1
a+b+c (1)
Siendo x = Rcos A, b = 2Rsin B, ¢ = 2R sin C' tenemos
(b4 c)x = 2R? [cos A(sin B + sin C)] = 2R? (cos Asin B + cos Asin O) (2)
y del mismo modo
(c+a)y = 2R? (cos Bsin C + cos Bsin A) (3)
(a4 b)z = 2R? (cos C'sin A + cos C'sin B) (4)
Por lo tanto teniendo en cuenta (2), (3) y (4) tenemos
(b+c)x+ (c+a)y+ (a+b)z =2R*[sin(A + B) +sin(B + C) + sin(C + A)]
= 2R?(sin A +sin B +sin C)
b c
—op2( Ly 24 C
R <2R TR T 2R>
=R(a+b+c¢)
de donde se deduce que
R_(b+c)x+(c+a)y+(a+b)z (5)

a+b+c
Por dltimo a partir de (1) y (5) obtenemos
b+c)x+(c+a)y+(a+bz ax+by+cz

Rir= bt + Tibic =x+4+y+2=001+ 00+ 003




SEGUNDO CASO.

Si AABC es un tridngulo obtuso, suponiendo sin pérdida de generalidad que ZBAC > 90°, tenemos
[ABC] = [OAB] + [OAC] - [OB(C] <

1 1
§(a+b+c)r: 5(—ax+by+cz) =

_ —ax+by+tecz
 a+b+ec

Siendo x = Rcos(180° — A) = —Rcos A, b = 2Rsin B, ¢ = 2R sin C tenemos
(b4 ¢)x = 2R? [~ cos A(sin B + sin C)] = —2R? (cos Asin B + cos Asin C)
A partir de (3),(4) y (7) se deduce que

—(b+c)x+(c+a)yy+(a+bz=R(a+b+c) =
b+c)z+ (c+a)y+ (a+b)z

B
a+b+c
y luego, teniendo en cuenta (6) y (8), tenemos
—(b b - b
Raro —Otortlctayt(atbz —ar+bytes  rty+z=—00,+ 00, + 00,

at+b+c a+b+ec

asi que la prueba se ha completado.



