Problema 792.-
Dado un triangulo ABC cuyos lados miden a = BC,b = CA,c = AB, demuestre que
a? — b? = bc siysolosi 4CAB = 2 4ABC.

De Diego y otros (2014): Problemas de oposiciones al Cuerpo de Ensefianza Secundaria.
Tomo 6. (p. 133) (Ceuta) Editorial Deimos.

Solucién de Florentino Damian Aranda Ballesteros, profesor del IES Blas Infante de Cérdoba.

4CAB = 24ABC = [a? — b? = bc]
Reiterando el Teorema del Coseno para los dngulos £CAB y AABC, tenemos que:

a? = b? + ¢? — 2bc cos3CAB
b? = a? + ¢? — 2ac cos4ABC
Por tanto, restando ambas expresiones, llegamos a que a® — b? = ¢ - (a cos4ABC — b cos4CAB)

Nos quedamos con esta Ultima expresion, a cosaABC — b cossCAB.
vamos a probar que si 4CAB = 24ABC = a cos3ABC — b cos4CAB = b.
a cosZABC — b cos4CAB = b < a cos4ABC = b(1 + cos 2 4ABC) < a cos3ABC = 2b - cos?4ABC

En definitiva, a cos4ABC — b cos4CAB = b & a - cos4ABC = 2b - cos?4ABC

Si cos4ABC =0 —» AABC = 902% - 4CAB = 1802 (Absurdo)
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Por tanto, cos4ABC # 0 — cos4ABC = YR
seniCAB a

Por el Teorema de los senos, = -
senzABC b
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SiZCAB = 24ABC —

[a? — b? = bc] = 4CAB = 24ABC
De la hipdtesis, deducimos que ZCAB > ZABC. Por tanto, el dngulo £#ABC ha de ser agudo.
Sabemos que: a? — b? = ¢ - (a cos4ABC — b cos4CAB)

Por tanto, b = a cos3ABC — b cos4CAB
a _ 1+cos4CAB

Es decir, b(1+ coszCAB) = a cos4ABC - b cosaABC

a sensCAB
Por otro lado, — = .
b senZABC

En definitiva,

1tcossCAB _ sendCAB - cong ABC = sen&CAB - cos4ABC — cos4CAB - sensABC.

cos4ABC  sen4ABC

Ahora bien, sen(4CAB — 4ABC) = sen4CAB - cos4ABC — cos4CAB - sen4ABC.
Por tanto, sen 4ABC = sen(4CAB — £ABC)

Como el angulo 4ABC ha de ser agudo, ZABC = (4CAB — 4ABC) » 4CAB = 2 - 4ABC.



