Problema 792

A
Dado un tridngulo  ABC cuyos lados miden a =BC, b=CA, c= AB, demuestre que
a® —b* =bc siysolosi <CAB =2 <ABC.

De Diego y otros (2014): Problemas de oposiciones al Cuerpo de Ensefianza
Secundaria. Tomo 6. (p. 133)(Ceuta) Editorial Deimos.

Solucioén de Ricard Peiro.

=)
Solucién 1:
A
Aplicando el teorema del coseno al triAngulo ABC: B
a’ =b? +c? —2bc-cosA.
b? =a® +c? —2ac - cosB. 3
Restando ambas relaciones: C
a? —b? =b? —a® —2c(b-cosA —a-cosB)
a®? —b? = —(b-cosA-a-cosB) A b
Sabemos que a? —b? =bc substituyendo en la relacion
anterior:

bc = —c(b-cosA —a-cosB), simplificando:
b=a-cosB—-b-cosA D
_b-sinA

A
Aplicando el teorema de los senos al triangulo ABC: a = — B 2)
sin

Substituyendo la expresion (2) en la expresion (1):

b= b- §|nA cosB—b-cosA. Simplificando:
sinB
1= SI_LACOSB—COSA.
sinB

sinB =sinAcosB —sinBcosA =sin(A-B) .
Entonces, B= A —-B. Por tanto, A=2B.

Solucién 2 (por V. Lidski “Problemas de Matematicas elementales” problema 349):

A
Sea el triangulo ABC tal que a®> —b? =bc (3)
Sobre la prolongacion del lado AC trazamos AD=c.
De la igualdad (3) tenemos que: .

a b+c ., A A
b = L, per tanto, los triangulos ABC, BDC son L C
a s

semejantes. oo
Entonces, A= /CBD , B= /BDA . D A b

A
El triAngulo ABD es is6sceles, entonces,
B =/BDA = /DBA .
A=/CBD =B+ «ZDBA =2B.
(<)
Sea A=2B.
Sobre la prolongacién del lado AC construimos el punto D tal que /DBA =B.



ZDAB =180°-A =180°-2B
Entonces, ZBDA =B.

A A
Entonces, los triAngulos ABC, BDC son semejantes. Aplicando el teorema de Tales:
a b+c
—=——" pertanto, a’> —b% =bc .
b a



