Tuincena del 16 al 21 de Enerode 2017

Problema 800.- Dado el triangulo ABC y un punto P, lamamos XYZ al triangulo ceviano de P respecto ABC. Hallar el lugar
geomeétrico de los puntos P tales que el triangulo AYZ tiene la mitad de area que ABC.

Garcia. J.F. [201&): Comunicacicn personal.

Solucion de Saturnino Campo Ruiz, Profesor de Matematicas jubilado, de
Salamanca.

Voy a suponer que el punto P estd dentro del dngulo Ay no situado sobre
ningun lado. Para evitar problemas con el signo de las areas voy a suponer

que Y estd sobre ABy Z sobre AC. De este modo las dreas de ABC y AYZ
tienen el mismo signo.

AC 2
Para hacer la figura hemos tomado los segmentos A2 = —; AZ; = Eﬂﬂ'y

v

AZ, = %AE‘ por una parte y AY = ‘:'—é: A¥; = %AE y AY; = SHE por otra.

1
En todos los casos se tiene AY;-AZ; = -AC- AB, que nos asegura gue el

area del tridngulo AY;Z; es la mitad del drea de ABC.

a) En coordenadas baricéntricas relativas al tridangulo ABCes P = (x:y:z). Para los puntos ¥, Z, proyecciones de P sobre los

lados del dngulo 4, tenemos £ = (x: 0:2); ¥ = (x:: 0),
El drea del tridngulo AYZ, usando estas coordenadas, se relaciona con el drea de ABC segun la expresion

[AYZ] = [ABC]- det (4,Y, 2)

donde [JKL]expresa el drea del tridangulo JKL.

Aplicada al asunto que nos ocupa, la ecuacion del lugar buscado viene descrita por la expresion

1
det(A4,Y,Z) = 3

De ello resulta
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y)ts) 2 o bien 2yz = (x + y)(x + z) que es la ecuacion de una conica. La recta del infinito

es la de ecuacién x +y + z = 0, por tanto, la cénica anterior es una hipérbola pues los puntos U = (1: =1: 0) y V = (1: 0: —1)

Si desarrollamos tenemos

pertenecen a la misma: son los puntos del infinito de los lados AB y AC respectivamente, que son paralelos a las asintotas de

la misma. También estan en ella los puntos B(0,1,0) y €(0,0,1).

La ecuacion desarrollada es x? + xv + xz — vz = 0 cuya matriz es

2 1 1
1 0 -1
1 -1 0

Su centro es el punto @ = (3,—1, —1) y sus asintotas las rectas de ecuaciones respectivas

x+y+2z=0 vy x+2y+z=0,
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b) Dado un punto Y de la recta AE, le asignamos el punto £ de AC con la condicién de que AE - AC = 2AY - AZ (ambos al
mismo lado —derecha o izda- de A). Dada una recta b = BY (del haz de las que pasan por B) le asigno la recta CZ (del haz de
las que pasan por C).Esta asignacion define una proyectividad entre los haces que pasan por By C. Los puntos de interseccion

de los pares homdlogos definen una canica, que también pasa por los polos B y C.

Si considero el punto ¥ = A como punto de la recta AEB, su homdlogo £ ha de estar en el infinito de la recta AC. Asi pues esta

conica tiene asintotas paralelas a las rectas ABy AC.

Motas.

. 1 ) . . ..
1. 5i se considerase la condicion det{4,Y, Z) = —, procediendo de forma andloga obtendriamos otra hipérbola para el lugar
geométrico. )

2. El problema fue tratado de forma ligeramente distinta en esta revista en la primera quincena de febrero de 2004 (problema
ne 137).



