Problema 802
Construir el triangulo cuyos datos son: a, Ma, b-c.
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Por una parte, el lugar geométrico de los vértices A de un triangulo del que se conoce el lado a, y la diferencia de
los otros dos lados (b-c), es una hipérbola. Por otra parte, el lugar geométrico de los vértices A de un triangulo
del que se conoce el lado a y la mediana Ma es una circunferencia. EIl vértice A es la interseccion de la hipérbola
con la circunferencia, pero en Dibujo Técnico un punto Unicamente se define por la interseccion de rectas o
circunferencias y los dibujos de las cénicas realizados en esta resolucion solo son orientativos. Sin embargo, se
puede lograr el punto de esta interseccion con los Utiles de dibujo.
[a, Ma, (b-c)]. Interseccidn de hipérbola y circunferencia concéntricas.
Se va a considerar que la hipérbola y la circunferencia corresponden a la interseccion del plano del dibujo con
dos conos de revolucidn que tienen en comdn el mismo
vértice V.
Antes de ver la resolucion, se va analizar la posicién
espacial del problema. La interseccidn de dos conos que
comparten el vértice son cuatro generatrices VA1, VA2,
VA3, y VA4, Estas generatrices pertenecen a la
superficie curva de los conos y para obtener estas
soluciones hay que trabajar con intersecciones de planos
que contienen las directrices, o sea, es necesario utilizar
las rectas A1A4y A2A3 =r, que proceden de intersecar
los planos que contienen las directrices de ambos conos.
¢Qué condicidn deben tener los planos que contienen las
directrices para intersecar los conos? Para que la recta r
interseccion de las directrices y las generatrices comunes
a los dos conos, compartan los puntos ALA2, la longitud
de todas las generatrices sera la misma en ambos conos: VN = VM = VK = VL.
El plano del dibujo es paralelo al plano horizontal XVY y pasa por Oc. El plano del dibujo va a seccionar al
cono, cuyo eje coincide con el eje z, en una
circunferencia de centro Oc y radio Ma, y al cono, cuyo
eje coincide con el eje horizontal X, en la hipérbola. La
hipérbola no esta dibujada, pero una hoja pasa por los
puntos A2-V1-A3y la otra por los puntos Al-V2-A4.
De la seccion hiperbélica se conocen los puntos V1 'y V2
que son los vértices de la hipérbola y miden el eje real
(la diferencia “b-c¢” de los lados del triangulo), y los
focos F1 y F2 que miden la distancia focal (Ila magnitud
del lado a del triangulo). Estos puntos son los elementos
fundamentales de la cénica y también pertenecen al
plano vertical XVZ que es perpendicular al plano del
dibujo. Seguln el teorema de Dandelin, “los focos de una
conica resultante de intersecar un plano con un cono de
revolucidn son los puntos de tangencia del plano con las
esferas inscritas en el cono”; Al cortar a este cono por el plano vertical XVZ, también corta diametralmente a
las esferas de centros, O1 y 02, las cuales son tangentes al plano del dibujo en los focos F1y F2.
En el plano vertical XVZ esta el triangulo V-V1-V2, ;Qué datos se conocen de este triangulo? Teniendo en
cuenta Unicamente el cono que produce la seccion hiperbolica, se conocen dos datos, la distancia de V1 a V2 que
es el eje real de la hipérbola (b-c) y la distancia entre los puntos de tangencia F1F2 de las circunferencias
exinscritas de centros O1 y O2 (que corresponden a las secciones diametrales de las esferas tangentes al cono y
al plano del dibujo), siendo la distancia de F1 a F2 el lado a del tridngulo.
¢En un tridngulo ABC qué valor tiene la distancia del segmento tangente exterior a las circunferencias
exinscritas con respecto a los lados? El valor del segmento tangente
o, exterior a las exinscritas es la suma de los lados laterales b+c, como se
A puede ver en la figura.
- _ Volviendo al triangulo de la figura anterior V-V1-V2 del que
In - conocemos la distancia V1V2 = b-c, y la distancia F1F2 = a =
| VV1+VV2, ;Cual es el lugar geométrico de los vértices V conociendo
pa B b pe cl pa estos dos datos? El lugar geométrico de los vértices V cuya suma de
pa a distancias a dos puntos fijos, los puntos V1 y V2, es la contante
P VV1+VV2 = g, corresponde a una elipse de focos V1y V2 y de vértices
bre los puntos F1y F2.
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Por lo tanto si el vértice V del cono, solo dependiera del cono que produce la seccién hiperbolica, estaria en
cualquier punto de la elipse. Pero este vértice también depende el
cono recto cuyo eje es el eje z, luego la posicion del vértice V la
figura es incorrecta porque este vértice V estara en la interseccion
del eje z (el eje del otro cono), con la elipse.

Resolucion del problema

En la resolucién del problema hay que
B a=38mm C comenzar definiendo el vértice V comin a
Ma=37 mm los dos conos de revolucion para que al
b-c=25mm intersecarse con el plano del dibujo, los
resultados sean la  hipérbola y la
circunferencia.
El vértice V de los conos esta en un plano
perpendicular al plano del dibujo que pasa
por el lado BC. El contenido de este plano se
representa como si fuera la proyeccion
vertical del sistema diédrico.
Por una parte, el vértice V esta relacionado
con la seccidn hiperbdlica. Segun el teorema
de Dandelin, “los focos de una cdnica
resultante de intersecar un plano con un
cono de revolucién son los puntos de
tangencia del plano con las esferas inscritas
en el cono”; por lo tanto, los focos de la
hipérbola B=F1 y C= F2 son los puntos de
tangencia de las esferas inscritas en el cono
que produce esta seccién hiperbolica. Al
representar el plano perpendicular al plano
' - del dibujo en la proyeccién vertical, se
LP K“ B=F1/ b-e=26 mm \ C=F3 }L ‘13 proyecta el triangulo VV’,V1°,V2’ del cual se
conoce los vértices V1’ y V2’ que son los
puntos de interseccion de las generatrices del cono con el plano del dibujo (en la proyeccién vertical, el plano del
dibujo es la linea de tierra), y también se conoce del triangulo V’,V1°,V2’ los puntos de tangencia B’ y C’ de las
circunferencias exincritas, puesto que son las secciones diametrales de las esferas tangentes al cono; la distancia
de los puntos de tangencia B’C’, de estas circunferencias exincritas, es la suma de los lados laterales
(V’,V1)+(V’,V2’). Como de este triangulo se conoce un lado y la suma de los otros dos se deduce que el lugar
geométrico de los vértices V’, forman una elipse de vértices los puntos B’ y C’ (los focos de la seccion
hiperbdlica) y los focos de esta elipse son los puntos V1’=(F) y V2’=(F) (los vértices de la seccién hiperbolica).
Por otra parte, el vértice V esta relacionado con el otro cono cuya directriz es la circunferencia de radio Ma.
Como este cono es recto y de revolucion, el vértice pertenece a la recta perpendicular al plano de dibujo. En la
proyeccion vertical es una recta perpendicular la linea de tierra que coincide con el eje de simetria del dibujo.
Por lo tanto, el vértice V comdn a los dos conos estara en la interseccion de la recta y la elipse, pero como la
recta es el eje de simetria, la proyeccion V’ del vértice coincide con el extremo del eje menor de la elipse, (la
distancia del foco de la elipse (F) al extremo del eje menor, el vértice V’, es el semieje mayor = lado BC/2). Al
realizar la bisectriz de las generatrices del cono que forma la seccion hiperbdlica se obtiene su eje que es
horizontal.
Para llevar a cobo la interseccién de dos conos con el mismo vértice se toman directrices circulares
(perpendiculares a sus respectivos ejes) de modo que las generatrices tengan la misma longitud. La longitud de
las generatrices ha de ser la misma para que las generatrices comunes pasen por la recta de interseccion de los
planos que contienen las directrices.
Uno de los conos tiene como directriz la circunferencia de radio Ma, en la proyeccién vertical es el segmento
K’L’ que coincide con la linea, su generatriz es V’-L’. La directriz del otro cono esta en un plano perpendicular
al eje, pero como las generatrices de los dos conos han de ser iguales se lleva la magnitud V’-L’ a las
generatrices del otro cono, y resultan los puntos M’ y N’. Por los puntos M y N se trazan los planos
perpendiculares al eje, en este caso salen dos planos de perfil y las directrices circulares también se proyectan en
segmentos. La interseccion de los planos donde estan las directrices son las dos rectas r’ (en el alzado, la
proyeccion vertical r’ de cada recta, es un punto) que bajandolas a la proyeccion principal dan las dos rectas r
que intersecadas con la circunferencia resultan las cuatro soluciones Al, A2, A3y A4 del problema.




