
Problema 805.- 
Si la recta de Euler es paralela al lado BC del triángulo, los ángulos B y C satisfacen  𝑡𝑔 𝐵 · 𝑡𝑔 𝐶 = 3. 
 
Coxeter, H.S.M. (1961, 1969): Introduction to Geometry. Second Edition, (pag 18) 
 

Solución de Florentino Damián Aranda Ballesteros, profesor del IES Blas Infante de Córdoba. 

 

Sea la recta de Euler, recta que pasa por O 

(circuncentro) y H (ortocentro).  

Esta recta determina con la altura ℎ𝑎 = 𝐴𝐴1 y  

con la recta paralela al lado 𝑎 = 𝐵𝐶 por O, el 

triángulo rectángulo 𝑂𝐷𝐻.  

 

En este triángulo consideramos las siguientes 

relaciones: 

𝑡𝑎𝑛∡𝐻𝑂𝐷 =
𝐻𝐷

𝑂𝐷
=

𝐴𝐴1 − 𝐴𝐻 − 𝐷𝐴1

𝑂𝐷
 

 

Los segmentos señalados se pueden expresar del 

modo siguiente: 

 

ℎ𝑎 = 𝐴𝐴1 = 𝑏 · 𝑠𝑖𝑛𝐶 = 2𝑅 · 𝑠𝑖𝑛𝐵 · 𝑠𝑖𝑛𝐶  

𝐴𝐻 = 𝐵𝐸 = 2 · 𝑂𝐴′ = 2𝑅 · 𝑐𝑜𝑠𝐴  

𝐷𝐴1 = 𝑂𝐴′ = 𝑅 · 𝑐𝑜𝑠𝐴  

𝑂𝐷 =
𝑎

2
− 𝐴1𝐵 = 𝑅 · 𝑠𝑖𝑛𝐴 − 𝑐 · 𝑐𝑜𝑠𝐵 = 𝑅 · 𝑠𝑖𝑛𝐴 − 2𝑅 · 𝑠𝑖𝑛𝐶 · 𝑐𝑜𝑠𝐵  

Por tanto,   

𝑡𝑎𝑛∡𝐻𝑂𝐷 =
2𝑅 · 𝑠𝑖𝑛𝐵 · 𝑠𝑖𝑛𝐶 − 3𝑅 · 𝑐𝑜𝑠𝐴

𝑅 · 𝑠𝑖𝑛𝐴 − 2𝑅 · 𝑠𝑖𝑛𝐶 · 𝑐𝑜𝑠𝐵
=

2𝑠𝑖𝑛𝐵 · 𝑠𝑖𝑛𝐶 − 3𝑐𝑜𝑠𝐴

𝑠𝑖𝑛𝐴 − 2𝑠𝑖𝑛𝐶 · 𝑐𝑜𝑠𝐵
 

 

Teniendo en cuenta que: 

𝑐𝑜𝑠𝐴 = cos   180 −  𝐵 + 𝐶  = − cos 𝐵 + 𝐶 ;  𝑠𝑖𝑛𝐴 = sin 180 −  𝐵 + 𝐶  = sin 𝐵 + 𝐶 .  

 

𝑡𝑎𝑛∡𝐻𝑂𝐷 =
2 · 𝑠𝑖𝑛𝐵 · 𝑠𝑖𝑛𝐶 − 3𝑐𝑜𝑠𝐴

𝑠𝑖𝑛𝐴 − 2𝑠𝑖𝑛𝐶 · 𝑐𝑜𝑠𝐵
=

3 · 𝑐𝑜𝑠𝐵 · 𝑐𝑜𝑠𝐶 − 𝑠𝑖𝑛𝐵 · 𝑠𝑖𝑛𝐶

𝑠𝑖𝑛𝐵 · 𝑐𝑜𝑠𝐶 − 𝑠𝑖𝑛𝐶 · 𝑐𝑜𝑠𝐵
=

3 − 𝑡𝑎𝑛𝐵 · 𝑡𝑎𝑛𝐶

𝑡𝑎𝑛𝐵 − 𝑡𝑎𝑛𝐶
 

Por tanto,  

𝑡𝑎𝑛∡𝐻𝑂𝐷 =
3 − 𝑡𝑎𝑛𝐵 · 𝑡𝑎𝑛𝐶

𝑡𝑎𝑛𝐵 − 𝑡𝑎𝑛𝐶
. 

 

𝑡𝑎𝑛∡𝐻𝑂𝐷 = 0 ⇔ 𝑡𝑎𝑛𝐵 · 𝑡𝑎𝑛𝐶 = 3. 

 

Así, la recta de Euler es paralela al lado BC del triángulo si y sólo los ángulos B y C satisfacen  𝑡𝑔 𝐵 · 𝑡𝑔 𝐶 = 3. 

 

 

 


