Problema 824 de tridnguloscabri. Sean un triangulo ABC y un
punto cualquiera D de la circunferencia circunscrita a ABC.
Las rectas AB y CD se cortan en un punto E.
Las rectas BC y AD se cortan en un punto F.
Las rectas EF y AC se cortan en un punto G.
Cuando D recorre la circunferencia circunscrita a ABC, hallar el lugar
del centro del circulo circunscrito al triangulo CFG.
Propuesto por Philippe Fondanaiche y F. Javier Garcia Capitan.

Solucion de Francisco Javier Garcia Capitan. Usaremos algunos con-
ceptos Geometria Proyectiva. Creo que me habria sido imposible encon-
trar esta solucién sin los conocimientos sobre Geometria Proyectiva y
resolucién de problemas en general que aprendi de mi gran amigo y uno
de los mejores colaboradores de esta revista que fue José Maria Pedret,
desgraciadamente fallecido en 2013. Sirva esta solucién de homenaje,
admiracion y agradecimiento.

iMuchas gracias, José Maria!

Con José Maria Pedret en 2006

Para ver un gran trabajo sobre Geometria Proyectiva escrito por
José Maria Pedret, se aconseja visitar

http://garciacapitan.esy.es/pedret/

Para ver los problemas propuestos o resueltos por José Maria Pedret
en esta reviasta, visitar

http://personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/colaborl-.htm



NOCIONES DE GEOMETRIA PROYECTIVA

Una homografia h : O* — O’* entre los haces de rectas que pasan
por O y O es una biyeccién que conserva las razones dobles y queda
determinada por tres rectas a, b, ¢ de O* y sus imégenes o', v, ¢ de O™.

En una homografia se cumple que si (a,a’) y (b,0’) son dos pares de
rectas homologas, la recta que une los puntos a N0 y o’ N b siempre
pasa por un punto fijo S, que se llama centro de la homografia.

Una vez hallado el punto S, para hallar la imagen de una recta
cualquiera m de O*, hallamos el punto m Na’, trazamos la recta que lo
une con S y hallamos la interseccién de dicha recta con a. La recta m/
es la que pasa por O y este punto.

La homografia h es una proyeccion cuando para cualquier par (m, m’)
de rectas homdlogas, el punto m Nm’ siempre estd en una recta fija.
Ese teorema es muy 1til:

Condicién de proyeccién. Una homografia h : O* — O™ es una
proyeccion si y solo si la imagen de la recta OO’ (perteneciente al haz
O*) es la misma recta O'O (también perteneciente al haz O'.

Cuando la homografia h no es una proyeccién, el Teorema de Chasles-
Steiner nos da informacion sobre el lugar geométrico de las interseccio-
nes de rectas homélogas:

Teorema de Chasles-Steiner. Si la homografia h : O* — O™ no es
una proyeccion, el lugar geométrico de las intersecciones mNm’ es una
conica que pasa por O y O', y cuyas tangentes en O y O’ son las rectas
OS y O'S respectivamente.



Como caso particular, si los puntos O y O son infinitos, todas las
rectas de O* seran paralelas, y también las de O™, y las rectas OS y
O'S seran asintotas de la cénica, por lo que S serd el centro.

LA HOMOGRAFIA

1. Todos los circuncentros M de las circunferencias C F'GG son inter-
secciones de mediatrices m de C'F y m’' de CG perpendiculares respec-
tivamente a las rectas CB y C'A. Por tanto, todas las rectas m pasan
por el punto del infinito J, de la altura AH. De la misma forma, to-
das las rectas m’ pasan por el punto del infinito J, de la altura BH y
tenemos definida una aplicacién h : J; — J.

Detallemos como esta definida la aplicacién h. Dada una recta m
perpendicular a C'B (perteneciente a J;),

1. F es el punto simétrico de C' respecto de m.

2. D es la segunda interseccion de AF' y la circunferencia circuns-

crita.

E es la interseccion de AB y C'D.

G es la interseccion de F'G y C'A.

5. m’ es la mediatriz del segmento C'G, que pertenece a J;, es
decir, es perpendicular a C'A.

- W

Por la forma de definir la aplicacion h, vemos que es una homografia,
ya que todo el proceso se reduce a hallar rectas que pasan por dos
puntos (infinitos o no) y a hallar intersecciones de rectas.

La homografia h sera una proyeccién si y solo si la recta J,.Jp,, que
une los dos puntos base de los haces entre los que esta definida, se
transforma en si misma. Como ambos puntos J, y J, son infinitos, la
recta J,Jp es la recta del infinito. Entonces h serda una proyeccion si
y solo si cuando F' sea el punto del infinito de la recta C'B, entonces
también es GG el punto del infinito de la recta C'A.

2. Considerando D = (', F es el punto de intersecciéon con AB de
la tangente a la circunferencia circunscrita en C', y F' = C = G, por lo
que el punto C pertenece al lugar geométrico.



3. Veamos un caso particular del problema, que nos permitira hallar
una asintota. Sea D’ el punto en el que la paralela por A a BC corta
a la circunferencia circunscrita. Hallamos ' = CD' N AB y G’ la
interseccién de C'A con la paralela por E' a C'B. Entonces en el caso
D = D' obtenemos £ = E', G = G' y F es el punto del infinito de la
recta C'B, resultando que la homografia no es una proyeccion, y que,
por tanto, el lugar de los puntos M = m N m’ es una coénica.

Ademds, la mediatriz de C'G’ es una asintota de la curva. En efecto,
sean r4 y rp las perpendiculares por C' a C'B y C'A, respectivamente.
Por el apartado 2., es h(rs) = rg y por lo que acabamos de decir en
el parrafo anterior, h(¢s) = meer, siendo mee la mediatriz de CG' y
(s la recta del infinito. Entonces, teniendo en cuenta el par de rectas
homologas (r4,78) ¥ (Yoo, Mmcer), la recta que une los puntos 74 Nmeer
y (un punto ordinario de meogr) y rgNls = Jp pasa por S. Pero ésta es
la recta meogr y es tangente a la curva en el punto infinito Jp, es decir
es una asintota de la cénica.

4. Observemos ahora otro caso particular.




Sean Y el punto medio de CA y D" el punto en que la mediana
BY vuelve a encontrar a la circunferencia circunscrita. Consideremos
los puntos B = CD"NABy F"”" = AD" N BC'. Por construccion de
la polar aplicada al cuadrilatero CD"AB, E"F" es la polar de Y, por
lo que E”F" es perpendicular a QY vy, por tanto, paralela a CA. En
consecuencia G = E"F" N C A es el punto del infinito de la recta C'A.
Entonces en el caso de que D = D" tenemos £ = D", ' = F" y
G = G”, que es infinito, resultara que la mediatriz de C'F” serd otra
asintota de la curva.

CONCLUSION

El lugar geométrico buscado queda determinado es una HIPERBOLA
que tiene por asintotas las rectas mediatrices de C'G’ y de C'F"” descritas
anteriormente y que pasa por el punto C.




