
Quincena del 1 al 15 de Diciembre de 2017.  

Propuesto por Philippe Fondanaiche. 

Problema 859.-  En un triángulo acutángulo 𝐴𝐵𝐶, se consideran: 
- el centro 𝑂 del círculo circunscrito, 
- la altura 𝐴𝐻, 
- las proyecciones 𝐼 y 𝐽 de 𝐴 sobre las rectas 𝐵𝑂 y 𝐶𝑂, 
- las proyecciones 𝐾 y 𝐿 de 𝐻 sobre los lados 𝐴𝐵 y 𝐴𝐶, 
La recta 𝐻𝐽 corta el lado 𝐴𝐵 al punto 𝑃 y la recta 𝐻𝐼 corta el lado 𝐴𝐶 al punto 𝑄. 
La recta 𝐻𝐾 corta la recta 𝐵𝑂 al punto 𝑀 y la recta 𝐻𝐿 corta la recta 𝐶𝑂 al punto 𝑁. 
El círculo circunscrito al triángulo 𝑂𝑀𝑁 corta la recta 𝐻𝐾 en el segundo punto 𝑅 y la recta 𝐻𝐿 
en el segundo punto 𝑆. 
Demostrar que los cuatro puntos 𝑃, 𝑄, 𝑅 y 𝑆 están en el mismo círculo. 

 
Fondanaiche, P. (2017): Comunicación personal.  

Solución de Saturnino Campo Ruiz, profesor de Matemáticas jubilado, de Salamanca.  

 

1) Veamos en primer lugar que los puntos 𝑃 y 𝑄 definidos en el problema son los puntos me-
dios de los lados 𝐵𝐶 y 𝐴𝐶 respectivamente.  Para ello vamos a demostrar que, en el supuesto 
de que 𝑃 fuera el punto medio de 𝐴𝐵, los ángulos 𝐶𝐽𝐻 y 𝑂𝐽𝑃 son suplementarios. 
En efecto, si 𝑃 es el punto medio (los puntos 𝐴, 𝑄, 𝐼, 𝑂, 𝐽 y 𝑃 están situados en una circunferen-
cia de diámetro 𝑅 = 𝑂𝐴, el radio de la circunscrita) está en la mediatriz de la altura 𝐴𝐻 y por 
tanto el triángulo 𝐴𝑃𝐻 es isósceles de ahí resulta que ∢𝑃𝐻𝐵 = 𝛽 y ∢𝐶𝐽𝐻 = 90 − 𝛾. Por otro 
lado  ∡𝑂𝐴𝑃  y ∡𝑂𝐽𝑃 son suplementarios (opuestos en el cuadrilátero cíclico 𝐴𝑂𝐽𝑃).  



En triángulo 𝑂𝐴𝑃 tenemos: cos (∡𝑂𝐴𝑃) =
௖/ଶ

ோ
= sen 𝛾, por tanto 

∡𝑂𝐴𝑃 = 90 − 𝛾  ∡𝑂𝑃𝐽 = 90 + 𝛾, 
que demuestra que 𝐻, 𝑃 y 𝐽 están alineados. Análogamente para el punto 𝑄. 
 
(Si 𝛼 < 𝛽, el razonamiento es similar con ligeras variaciones). 
 
2) Por la definición de los puntos 𝐼, 𝐽 se tiene:  

𝑂𝐼 = 𝑐 · cos(90 − 𝛾) − 𝑅 = 2𝑅 · senଶ𝛾 − 𝑅 = 𝑅 · |cos 2𝛾| 
𝑂𝑁 = 𝐶𝑂 − 𝐶𝑁 = 𝑅 −

஼௅

ୡ୭ୱ(ଽ଴ି )
= 𝑅 − 2𝑅 · cosଶ𝛾 = 𝑅 · |cos 2𝛾|.  

(𝐶𝐿 = 𝑏 · cosଶ𝛾, proyectando 𝐴𝐶 sobre 𝐶𝐵 y luego sobre 𝐴𝐶) 
Intercambiando ahora los papeles de 𝛽 y 𝛾 obtenemos 𝑂𝐽 = 𝑅 · |cos 2𝛽| = 𝑂𝑁 
 Estas igualdades entre las longitudes de esos segmentos demuestran que la circunferencia 
circunscrita a 𝐴𝑃𝑄 y la circunferencia circunscrita a 𝑂𝑀𝑁 proceden una de la otra por una 
simetría respecto de la mediatriz de la altura 𝐴𝐻. 
 
3) Fijémonos ahora en el triángulo 𝐴’𝐵𝐶, donde 𝐴’ es el otro punto de corte de la altura 𝐴𝐻 en 
la circunscrita al triángulo 𝐴𝐵𝐶. Según la simetría mencionada 𝐴’𝑀 y 𝐴’𝑁 son perpendiculares 
a los diámetros 𝐵𝑂 y 𝐶𝑂; por lo demostrado en 1) sus proyecciones desde 𝐻 sobre 𝐴’𝐶 y 𝐴’𝐵 
son los puntos medios de los lados correspondientes, (𝑅 y 𝑆), y están situados sobre la circun-
ferencia 𝑂𝑀𝑁. El segmento 𝑅𝑆 es la paralela media de 𝐴’𝐶𝐵, igual que 𝑄𝑃 lo era de 𝐴𝐶𝐵, por 
tanto, los cuatro puntos 𝑃𝑄𝑅𝑆 forman un rectángulo y en consecuencia yacen sobre una mis-
ma circunferencia. 

En correspondencia con el triángulo 𝐴𝐵𝐶, donde 𝑀 se proyecta desde 𝐻 perpendicu-
larmente en 𝐴𝐵, su homólogo 𝐽 se proyecta desde 𝐻 sobre 𝐴’𝐶 perpendicularmente a este 
lado e igualmente, 𝐼 sobre 𝐴’𝐵. ∎ 


