
Problema 874.- 
Sea r un número real y 𝐷, 𝐸 𝑦 𝐹 puntos sobre los lados 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 𝑦 𝐴𝐵 de un triángulo ABC tal que 
𝐵𝐷/𝐷𝐶 = 𝐶𝐸/𝐸𝐴 = 𝐴𝐹/𝐹𝐵 = 𝑟. Las cevianas 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 𝑦 𝐶𝐹 limitan un triángulo 𝑃𝑄𝑅 cuya área es [𝑃𝑄𝑅].  
Hallar el valor de r para el cual la relación de áreas [𝐷𝐸𝐹]/[𝑃𝑄𝑅] 𝑒𝑠 4. 
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Con permiso de su autor, a quien agradezco la gentileza. Propuesto por Jean Louis Aymé. 

 
Solución de Florentino Damián Aranda Ballesteros, profesor del IES Blas Infante de Córdoba. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Según el enunciado, tenemos que los segmentos determinados por las distintas cevianas serán, 

respectivamente:   𝐵𝐷 =
𝑎𝑟

𝑟+1
; 𝐷𝐶 =

𝑎

𝑟+1
 ;  𝐶𝐸 =

𝑏𝑟

𝑟+1
; 𝐸𝐴 =

𝑏

𝑟+1
 ; {𝐴𝐹 =

𝑐𝑟

𝑟+1
; 𝐹𝐵 =

𝑐

𝑟+1
} 

Entonces,  𝐶𝐷𝐸 =
1

2
·

𝑎

𝑟+1
·

𝑏𝑟

𝑟+1
 𝑠𝑖𝑛 𝐶 =

1

2
𝑎 𝑏 𝑠𝑖𝑛𝐶

𝑟

 𝑟+1 2 =  𝐴𝐵𝐶 
𝑟

 𝑟+1 2. 

Y del mismo modo,  𝐴𝐹𝐸 =  𝐵𝐷𝐹 =  𝐶𝐷𝐸 =  𝐴𝐵𝐶 
𝑟

 𝑟+1 2. 

Por tanto,  𝑫𝑬𝑭 =  𝐴𝐵𝐶 − 3 𝐴𝐵𝐶 
𝑟

 𝑟+1 2 =  𝑨𝑩𝑪 ·
𝒓𝟐−𝒓+𝟏

 𝒓+𝟏 𝟐
  (𝑰)      

Por otro lado, tenemos que, según el Teorema de Menelao aplicado al triángulo ACD por la transversal BE: 
𝐴𝐸

𝐸𝐶
·
𝐶𝐵

𝐵𝐷
·
𝐴𝑃

𝑃𝐷
= 1 →

1

𝑟
·

𝑎
𝑎𝑟

𝑟+1
 

𝐴𝑃

𝑃𝐷
= 1 → 

𝐴𝑃

𝑃𝐷
=

𝑟2

𝑟+1
→  𝐴𝑃 = 𝑃𝐷 ·

𝑟2

𝑟+1
  ; 𝐴𝑃 + 𝑃𝐷 = 𝐴𝐷 →  𝑃𝐷 =

𝐴𝐷 𝑟+1 

𝑟2+𝑟+1
.   

Y como quiera que entonces: 

 𝐴𝑃𝐵 =
1

2
· 𝑐 · 𝐴𝑃 · sin∡𝑃𝐴𝐵 =

1

2
· 𝑐 · 𝑃𝐷 ·

𝑟2

𝑟+1
· sin∡𝑃𝐴𝐵 =

1

2
· 𝑐 · 𝐴𝐷 ·

𝑟+1

𝑟2+𝑟+1
·

𝑟2

𝑟+1
sin∡𝑃𝐴𝐵  

En definitiva,  𝐴𝑃𝐵 =  
1

2
· 𝑐 · 𝐴𝐷 · sin∡𝑃𝐴𝐵 

𝑟2

𝑟2+𝑟+1
= [𝐴𝐷𝐵]

𝑟2

𝑟2+𝑟+1
  

Ahora bien,  𝐴𝐷𝐵 =
1

2
· 𝐵𝐷 · 𝑐 · sin 𝐵 =

1

2
·

𝑎𝑟

𝑟+1
· 𝑐 · 𝑠𝑖𝑛𝐵 =  𝐴𝐵𝐶 ·

𝑟

𝑟+1
 

Por tanto,  𝐵𝑄𝐶 =  𝐶𝑅𝐴 =  𝐴𝐷𝐵 =  𝐴𝐵𝐶 ·
𝑟

𝑟+1
 

En definitiva,  𝑷𝑸𝑹 =  𝐴𝐵𝐶 − 3 𝐴𝐵𝐶 ·
𝑟

𝑟2+𝑟+1
=

 𝑨𝑩𝑪  𝒓−𝟏 𝟐

𝒓𝟐+𝒓+𝟏
  (II) 

 

De las igualdades (I) y (II), obtenemos que 
 𝑫𝑬𝑭 

 𝑷𝑸𝑹 
=

𝒓𝟐−𝒓+𝟏

 𝒓+𝟏 𝟐
·  

𝒓𝟐+𝒓+𝟏

 𝒓−𝟏 𝟐
= 𝟒 → 𝒓𝟒 − 𝟑𝒓𝟐 + 𝟏 = 𝟎 → 𝒓 =

−𝟏+ 𝟓

𝟐
 


