Problema 878.-

En un tridngulo ABC, tenemos: £BAC=602, M el punto medio de BC.

Sean O, H, N circuncentro, ortocentro y centro de los nueve puntos de ABC.

Demostrar que:

1.-La circunferencia de centro M y radio MO, y la circunferencia de diametro AH son tangentes en N.
2.- AH=2MO.

Ercole Suppa, E. (2018): Comunicacion personal.
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Sea realizada la construccidn segun el enunciado dado. Podemos observar los siguientes hechos de interés:

H1.- En la circunferencia de los nueve puntos se encuentra situado el cuadrilatero MFH,; D.

Vemos que MF = MD, pues la circunferencia que circunscribe a los puntos BDFC tiene como centro el punto My
como radio

MC = MB = MD = MF.

Por otro lado, la circunferencia que circunscribe a los puntos ADHF tiene como centro el punto H, y como radio
H,H=H,A=H,D = H,F.

Por tanto, los dangulos
iguales de dicho cuadrilatero
MFH,D en FyD han de ser
£ iguales a 90°.

De este modo, los puntos

M y H, son diametralmente
opuestos en la
circunferencia de centro N

a F de los nueve puntos.
Ademas como el dngulo

” H central AFH,D = 120° -
AFMD = 60°.

0 H2.- Vamos a calcular ahora
u=60°

las longitudes de los radios

B c a D de las dos circunferencias
implicadas:

C1: (Centro = Hy; Radio =ry = H H)

De la semejanza entre los triangulos AADB~AHDA — 5D~ tan60° » X = V3- 1 = =

HA ~— AD 21, 2
Cy: (Centro = M; Radio =r, = MO)
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Del tridangulo rectangulo OMC, tenemos que OM? + MC? = 0C? - OM? = R? — (%) ,siendo R el radio de la

. . . . ., . a a 3a
circunferencia circunscrita al tridngulo ABC. Ahora bien, como — =2R>R=—=—.
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Por tanto, O M? =R2—(—) —C Y o=y ==Y
or tanto, 0 2 s a0 27237 6 1

H3.- Asi, el punto N pertenecerd a la circunferencia de centro M y radio OM, es decir MO = MN =1, = 1y.

H4.- En el tridngulo MFH,; de dngulos {30°,60°,90°} deducimos que:
AH =2r, =2HH, = 2H,F = MH, = MN + NH, = MO+ NH, =r +NH, - NH, =1 .
En definitiva, probamos por una parte que AH = 2r; = 2MO. cqd [ |

Y por otra parte, como N pertenece a la circunferencia de centro H, y radio r; y también a la circunferencia de
centro My radio r, = 1y, entonces la circunferencia de centro M y radio MO, y la circunferencia de didmetro AH
son tangentes en N, al ser N punto medio del segmento MH,,. cqd [ |



