Propuesto por Ercole Suppa:

Problema 880.

Sean a=BC, b=CA, c=AB. a=(b+c)/3.

O el circuncentro de ABC. | el incentro de ABC.

(O) la circunferencia circunscrita a ABC

(M) circunferencia de didmetro AO.

(N) el incirculo mixtilinear de A (circulo tangente a AB, ACy a (0)).
Probar que (M) es tangente a (O) y a (N).

Suppa, E. (2018): Comunicacion personal.

Solucion parcial del director.

El tridngulo propuesto tiene las siguientes caracteristicas:

1.- Si AW, es la bisectriz, es
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Asi, por el teorema de la bisectriz, es:
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Por potencia de W, tenemos que :
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El incirculo mixtilinear de A es el tangente a AB, a ACy a (0).
El centro del mismo debe estar en la bisectriz del dngulo A para ser tangente a ABy a AC.

También al ser tangente a AB y a (O) debe pertenecer a la parabola de centro O y directriz una
recta paralela a ABy a distancia R segun el semiplano de AB que contiene a O.
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El punto K es el centro de la circunferencia mixtilnear.



Se observa con geogebra la propiedad de ser tangentes (M) a (N) y a (O).

Veamos para algun caso particular la demostracion.
Supongamos que el tridangulo ABC es isdsceles:
Sean a=BC, b=CA, c=AB. a=(b+c)/3.

a=b, a=(a+c)/3 -> c=2a. Degenerado.

a=c, a=(b+a)/3,-> b=2a. Degenerado.

b=c, a=(b+c)/3. Este caso si es posible.

Podemos tomar sin pérdida de generalidad b=c=3, a=2.



En este caso tenemos:

3bc 27 92

= 4,/2(2b — ¢)(2c — b) T4y 8

Asi al ser la bisectriz de A mediatriz, siendo E el punto de corte de la mediatriz(bisectriz ) de A
con la circunferencia circunscrita, AE es diametro, y el punto medio de OE, F, veamos que es
el centro de la circunferencia mixtilinear de A.

ESAF = AO + OF =224 22 _ 2772
8 16 16



Sea C’ el punto medio de AB y sea F* el punto de corte de la perpendicular por F a AB con AB.

Es: AFF*semejante a AOC’

a0 327V2

_A9 A= 2716
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Asi, FF* = VAF? — AF*2 = (%)2 - (2)2 =Nz _ FE. Es decir, se cumple la propiedad.
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Estudiemos otro caso, el ser ABC triangulo rectangulo.
Supongamos que los catetos son by c

Sean a=BC, b=CA, c=AB. a=(b+c)/3.

Seria a’=b? + c%

b%+c?+2bc

Es decir, =h%?+c2->8b%+8c?2—-2bc=0



Tomemos un valor de ¢, por ejemplo c=1

2F¥+V4-—256
8b2—-2b+8=0-b =0 existe.

Sean los catetos ay b, seria

b%+c?+2bc
9

+ b?% =c? -5 10b%* —8¢c? + 2bc = 0.

Tomemos por ejemplo c=1,

—2F/4+320
10b2+2b—8=0->b = 50 =-1,4/5

Asi el tridangulo rectangulo seria 3/5, 4/5,1. Podemos tomar a=3,b=4, c=5.

Si lo tomamos en unos ejes coordenados de origen C, seria A(4,0), C(0,0) B(0,3).
O es0(2,1.5).R=2.5
La bisectriz del angulo A contiene a A(4,0) y W,(0,4/3)siendo y=-x/3+4/3

Construyamos la parabola de centro O y directriz la paralela a AB a distancia R=2.5 en el
semiplano que contiene a O:



94
La ecuacién de la parabola es:
(x—2)2+(@y—-152=(y—-25)2>x>—4x+4+y>—3y+225=y%>—-5y+6.25
Es decir: x2 — 4x + 2y = 0.

La interseccién de la parabola con la bisectriz es la solucién de la ecuacién:

24 +2( X+4) 0
x“—4x —=+z]=
3 3

Esdecirx®? —2x+2=0
3 3
Da lugar a x=2/3, 4, y a los puntos E(2/3, 10/9), B(4,0).
Sea la circunferencia mixtilinear de centro E(2/3, 10/9) y radio 10/9.

ées tangente a la circunferencia de centro F(3, 3/4) y radio 5/4?



Lo que habremos de estudiar es si la suma de los radios es igual a la distancia de los centros.
La suma de los radios es 10/9 + 5/4 =85/36

La distancia de los centros es:
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c.g.d, son tangentes.






