Show that the product of the distances of the incenter of a triangle from the three vertices of
the triangle is equal to 4 Rr2.State and prove analogous formulas for the excenters.

Nathan Altshiller-Court (2007) College GeometryAn Introduction to the Modern
Geometry of the Triangle and the Circle (p. 121). Prob 84

Apliquemos al triangulo AIB la férmula del seno:

Al BI AB

sen (g) B Sen(%) ~ sen(<AIB)

Es 2AIB = 90° + ()
2

Porlo que sen(£AIB) = cos(g)
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Asies Al = 2@ gy 5 G)
cos (E) cos (E)




Por analogia, tenemos

b sen ()7/) b sen (%)
I = —_— ), = =
cos (g) cos (g)
Bl = asena(%)'c _ asena(g)
cos (7) cos (7)
Asi es:
(Al BICIY? = (atg (5))* (b tg(’zi))Z( ¢ tg)y*

Estudiemos tg (%)

Sl trazamos r, sea T el punto de tangencia con el lado c.

En el tridngulo rectangulo en T AIT tenemos, siendo p el semiperimetro,

T
(r-a)

IT=r, AT=p-a, con lo que tg (g) -

Asi, es
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(AL BLCD = a b e o e = oF

T3

P—-a)p—b)p-o)

(Al BICI) =abc

Por Herdn, y la férmulas del drea con Ry r, dado que S = \/p(p —a)(p—-b)(p—c)=rp=

abc . .
T tiene lo pedido

AIBICI=4Rr?

En el caso planteado de los excentros,



Tenemos en el tringulo 1 CA, £I,AC =%, 21,CA =90°+%, zA,c =2

A Lo AC
o Yy a, B
902 + 5 5 (ad
sen ( 2) Sen(z) sen(z)

bcos(X b sen&
De donde 4 = ——2 |, ¢ =22
sen(;) sen(;)
En el tridngulo Ia AB, tenemos
I,A I4B AB

sen(900+8) sen (3) sen(})

De donde
c cos(g) c sen(%)
A=y B=——y
sen(3) sen(s)
En el triangulo 1n BC, 2CI4B = 902 — %,LIACB =902 — g,LlABC — 902 _g
Por lo que
¢ LB BC
B - a
sen(909 — g) sen(90° — %) sen(90° — 7)
B %
__acos(;) __acos(3)
tuego laC =" 4B =g

Asies:



(I4A LBI1,C)> =(abctyg (g) cotg (g) cotg (g))z

O bien
_ a B 14
LALBI,C =abctg (E) cotg (E) cotg (E)
a__ T B_p-b y_p-c
1Q) =G 9 T =
Asi, es

Por Herdn, y la férmulas del drea con Ry r, dado que S = \/p(p —a)p—-b)(p—c)=rp=

abc .
—, se tiene
4R

N2
LA LB I,C =(‘%)4r2R.



