TRIANGULOS CABRI
PROBLEMA 884

(Altshiller-Court, N. (2007) College Geometry An Introduction to the Modern Geometry of the Triangle and the
Circle).

@® Dado un triangulo ABC con incentro I, probar que:
Al - Bl - Cl =4Rr?
@ Establecer y demostrar férmulas analogas para los excentros.
Solucién:

@ Considerando coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC, resulta que:

I=(a:b:c):( a ._b ._c j

a+b+c a+b+c a+b+c

por lo que:
S e e i G R G S
T N e e e R
CIZ:(_a +g = Xa+g+c) +(a _bZ = Xa+g+c) +(a +b2 = Xa+g+c_1) = aaa:-JI:H—_cC
luego:
be(—a+b+c) J[ac(a—b+c) ][abla+b—c)
(AI-BI-CI)Zz[ a+tb+c ][ at+b+c ][ a+b+c ]
_ (a+b+c)a—b+c)(a+b-c)(abc)’
B (a+b+c)?
_ 45%(abc)’
~(@a+b+c)?
_ 45%(abc)?
o (29)*
bc)?( S\
-16(%) (%)
= 16R2r*
= (4Rr2)*
y, por tanto:

Al -BI - Cl =4Rr?
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TRIANGULOS CABRI
PROBLEMA 884

Vamos a probar que, si 1,, 1, e I, son los excentros del tridngulo ABC, entonces:

Al, -Bl, - Cl, =4Rr2
Aly - Bly - Cly = 4Rr
Alc . BIC 'CIC :4Rr(2:

aunque lo haremos Unicamente para 1,, Yya que, en los otros dos casos, la demostracion seria
practicamente idéntica. Como:

I:(—a:b:c)z(—_ a__.__b __.__c )

a+b+c —-a+b+c —a+b+c

entonces:

AIZ:(_a2+gz+ch_—a+ab+c _1)2+(a2 b2+czx a+b+c)2

+

(= e - e

pj2 = [=a%+b®+c? 2+ aZ—b?+c? 12+ a2+b2 c? c 2_acla+b-c)
2 (_a2+%2+czx —a+b+c)2 (az b2+02)( a+bb+c , ) a( b2 c2 X—Ca+b+c)2 at:(aatbbicc)
cl :( 2 X —a+b+c) +( X a+b+c) +( 2 X—a+b+c_1] T _a+b+c
por lo que:
2 bc(a+b+c)][ac(a—b+c)][ab(a+b—c)]
(Al-BI-CI) _[ —a+b+c —a+b+c —a+b+c
_f(a+b+c)a—b+c)a+b- ¢)(abc)?
(a+b+c)®
__4S2(abc)’
(~-a+b+c)*
_ . (abc S 4
16( 28) ( a+b+c)
— 16R2r4
= (4Rr2)°
y, por tanto:

AIa' BIa'CIa =4Rr621
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