Pr. Cabri 890

m Enunciado

Propuesto por Philippe Fondanaiche

Sea un triangulo ABC.

La circunferencia inscrita de centro | es tangente a los lados BC, CA y AB en los
puntos Al, B1y C1.

La circunferencia exinscrita del angulo A es tangente al lado BC en el punto A2.
Los puntos A’, B’, C’, son los puntos medios de los lados BC, CA y AB.

AH es la altura del vértice A.

Se definen los siguientes nueve puntos M, N, P, Q, R, S, T, U, V:

La recta A2l corta a AH en el punto M.

La recta A’l corta a la recta AA1 En el punto N.

La recta All corta a la mediana AA’ en el punto P.

La perpendicular por | a la recta AA’ corta en el punto Q a la paralela a BC por A.
La bisectriz del angulo C del triAngulo ABC corta a la recta A’C’ en el punto R.

La bisectriz del 4ngulo B corta la circunferencia de diametro BC en un segundo punto
S.

La recta A1B1 corta a la recta A’C’ en el punto T.

El punto U es el punto medio de la mediana AA’.

El punto V es la proyeccion del vértice A sobre la bisectriz del angulo B.
Demostrar que:

Los puntos M, N, U y V estan alineados.

Los puntos P, Q, Ry S estan alineados.

Los puntos B, I, Ry T son conciclicos.

Los puntos B, C, Ry S son conciclicos.

Los puntos A, B, V, T son conciclicos.
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m Solucion
de César Beade Franco

= M,N,UyV

Usamos un EH-triangulo de vértices A(eh,J (-1 + eZ) (1 - h2) ), B(-1,0) y C(0,1)
D).
En estas condiciones I=(h, (-1+e?) (1-h) )

o y A2=(-h,0). La intersecciéon de la recta

A2l con la altura desde A nos da M=(e h, % \/— (-1+e?) (-1+h2)), el punto medio

de esta altura.
Del anterior valor de | deducimos que Al=(h,0). El corte de Al con AlA es

N=(% (1+e)h, %\/7 <71 + e2) (71 + h2) ) punto medio también de A1A.

Ademas Tanto U como V estan sobre la paralela media respecto al vértice A. Por
tanto M, N, U y V estan sobre la linea B'C'.
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= P,QRYS

Calculemos los puntos P, Q, Ry S.

p=ALl ) AA'=(h, LLEELET) ) (5

La perpendicular por | a la recta AA’ (de ecuaciéon

1-h?2+e (-1+hx) + \/ (-1+e?) (1-h?) y=0) corta en el punto Q a la paralela a

BC (de ecuacion y=\/(—1+e2) (1-h?)) por A. Asi pues

1l+e (—l+h2)

Q=" /(-1 €?) (1-n2)).
R=CI m A’Clz(—l+eh (—1+e2> (1—h2) )
e-h .

e-h '’
La bisectriz del 4ngulo B corta la circunferencia de diametro BC en un segundo punto

S. La ciunferencia tiene ecuacion x?+y?=1, y la bisectriz

—\/(—1+e2> (1-h?) (1+x)+ (L+e) (L+h)y=0. Se cortan en

__,1:eh (-1+e2) (1-h?)
S_( e+h ’ e+h

).
Comprobando que Det(Q-P,R-Q)=Det(R-Q,S-R)=0 concluimos que estan alineados.

A

m B,C,RyS

En el dltimo dibujo se observa la conciclidad de esos puntos. Como

Rz(,lJreh N (—1+e2) (1—h2
e-h

< h ) ) Yy RB.RC=0, se comprueba (3) que R esta sobre la circun-

ferencia de diametro BC, lo mismo que S por construccion.
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= BI,RyT

La circunferencia BIR tiene como ecuacion implicita
(1+e)x+ (l+e)x?2-(1+e)h (1+x)+y (—\/(—1+e2) (1-h2) +y+ey=0.

il - + 2
El punto T=A1B1 () A'C'=(h, h-eh? _Mitee

oh ' ) satisface la anterior ecuacion.

También podriamos ver que TI.TB=RI.RB=O, por lo que T y R estan sobre la circunfer:
encia de diametro AB.

= ABTYyV

El punto V es la proyeccion del vértice A sobre la bisectriz del angulo B, asi que ha
de estar sobre la circunferencia de diametro AB. Ademas se comprueba que TA.T-
B=0, lo que indica que también T esta sobre esa circunferencia.

m Notas

(1) Para una explicacion de esta notacion se puede ver los problemas 689 y 884.
(2) Como curiosidad el punto de corte de las rectas PQ y RS, con P(a,b), Q(c,d),
R(e,f), S(g,h) se puede obtener (en el Mathematica) con el siguiente comando

CorteaP[{{{a, b}, {c, d}}, {{e, 1}, {g, h}}}]:=

a (-a+C) ((-b+f) (-e+g)+(a-e) (-f+h)) b + (-b+d) ((-b+f) (-e+g)+(a-e) (-f+h))
(-b+d) (-e+g)-(-a+c) (-f+h) ! (-b+d) (-e+g)-(-a+c) (-f+h)
(3) Este y otros calculos analogos estan hechos con el Mathematica.
, _ -1+e2) (1-h?
En este caso tendriamos { i*j]h ( +e}h( ) }7 (-1, 03}1.
1.eh (-1+e?) (1-h?) : :
({ Leh L }_ (1, 0}| //Sinplify

Y responderia con O de resultado.



