Quincena del 1 al 15 de Octubre de 2018

Propuesto por Philippe Fondanaiche

Problema 890.

Sea un tridngulo ABC.
La circunferencia inscrita de centro | es tangente a los lados BC, CA y AB en los puntos A;, B; y C;.
La circunferencia exinscrita del dngulo A es tangente al lado BC en el punto A,.
Los puntos A’, B’, C’, son los puntos medios de los lados BC, CA y AB.
AH es la altura del vértice A.
Se definen los siguientes nueve puntos M, N, P, Q, R, S, T, U, V:
La recta A,l corta a AH en el punto M.
La recta A’l corta a la recta AA; en el punto N.
La recta A4l corta a la mediana AA’ en el punto P.
La perpendicular por | a la recta AA’ corta en el punto Q a la paralela a BC por A.
La bisectriz del dngulo C del triangulo ABC corta a la recta A’C’ en el punto R.
La bisectriz del dngulo B corta la circunferencia de didmetro BC en un segundo punto S.
La recta A;B; corta a la recta A’C’ en el punto T.
El punto U es el punto medio de la mediana AA’.
El punto V es la proyeccion del vértice A sobre la bisectriz del dngulo B.
Demostrar que:

1. Los puntos M, N, Uy V estdn alineados.

2. los puntos P, Q, Ry S estdn alineados.

3. Lospuntos B, I, Ry T son conciclicos.

4. Los puntos B, C, Ry S son conciclicos.

5. Los puntos A, B, V, T son conciclicos.
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1y5.- M,N,U yV estan sobre la paralela
media A’'B’. A, B,V y T son conciclicos.

a) De la semejanza de los tridngulos MHA, y
one MH _ HAz 44
1A, A, se tiene = aa, AA,=c—by

HHA, = (s —b) —bcosy.
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Con esto, tomando rs=[ABC]=
1 rs _AH
Eab seny, tenemos ahora MH = —=5

que demuestra que el punto M esta en la
paralela media B'C’.

b) A’l corta a la recta AA; en el punto N. Y queremos ver que N también esta en esa recta. Esto
fue demostrado en el problema 820 de la segunda quincena de abril de 2017. Puede demostrarse
también como sigue: si prolongamos A’l hasta cortar a la altura AH en F tenemos dos tridngulos



semejantes AFN y A{IN. Bastard demostrar ahora que AF =r.

De la semejanza de los tridangulos AFHA' y ATA; A’ tenemos

a
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c) y d) Es evidente que U estd sobre B'C’.

.z . . . . C . / .z
Por construccidon V estd en la circunferencia de centro C’ y radio > A partir de ahi el triangulo

VC’'B es isésceles y el angulo en €’ es 180 — 8 con lo cual se concluye que IV también esta en esa
recta. Ademas en el problema 828 de la primera quincena de mayo de 2017 demostramos que V
estd alineado con B A;. Pero se puede demostrar ahora también.

Sea T’ la proyeccién ortogonal de B sobre la bisectriz de A, segun lo anterior, T’ estd sobre la
recta A'C’'. El tridngulo AVC'T’ es isdsceles y los dngulos iguales son de amplitud 90 —% y con

ello también es isésceles el AVB'B;, ya que 4VB'B; = y y por tanto el punto V estd alineado con
B, y A;. Eigualmente T' también est4 alineado con B; y A;.

Osea, T' = Ty con esto tenemos el punto 5.

3.- Es evidente, seglin hemos visto, que CR y BR son perpendiculares, por tanto el punto medio J
de BI es el centro de la circunferencia que pasa por B, I, R. La proyeccidén de B sobre la bisectriz
de AesT, por ello, también T estd en esta circunferencia.

4.- ACA'R es is6sceles, pues el dngulo en A’ es el suplemento de y, y en C es % Por tanto R esta

. . a
en la circ. de centro A’ y radio >

S estd, por construccién, sobre esa circunferencia, por tanto, A'S = A’'B, y el dngulo <SA'B del
tridngulo isdsceles ASA'B
es igual al suplementario

de . Entonces A’S es para-

lelo a AB y por tanto S esta

sobre el segmento B'A’.

2.- Los puntos P, Q, R y S estdn
alineados.

Igual que V y T estdn sobre B; A, los
puntos Ry S estdn sobre B, C;.

Resta demostrar que P y Q estan en la
recta B;C;.

a) La polar de P respecto de la circunferen-
cia inscrita w es la recta paralela a BC por
A. En efecto: la polar de P es una recta per-



pendicular al didmetro PI que pasa por el inverso, P’ de P, respecto de w.

Tomamos P’ en la interseccion del didametro PI con la paralela a BC por A. P’ es el inverso de P si
se verifica que PI - P’ = r2. De la semejanza de los tridngulos rectangulos AHA’y PA, A’ se tie-
ne
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Portanto PI - P'[ =
c+b a

La polar de P pasa por A, luego la polar de A pasa por P: son conjugados respecto de w. Por ello
la polar de A, recta B; C;, pasa por P como pretendiamos demostrar.

b) Q es el polo de la mediana AA’.

El polo de la mediana AA’ se encuentra en el didametro de w perpendicular a la misma y también
sobre la polar de uno de sus puntos, por ejemplo P: la paralela por A a BC. Asi es como hemos
definido Q. Pero también esta en la polar de A recta B, C;.



