Propuesto por César Beade Franco.
Problema 892

Los lados de un tridngulo no obtusangulo miden a, b, c y su circunradio R.
Demostrar que:

ab bc ca
—+ —+—=>5R.
c a b

Doledenok, A. y otros (2016): El método p-q-r. (Problema 73)

Solucion de Florentino Damian Aranda Ballesteros, Cérdoba (Espafia).

ab bc ca
—+—+—2>5R
c a b
abc 1
S=S[ABC]:E;S=Z\/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
_abc_ abc

_E_\/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)

ab bc ca a’b? + b?c? + c?a? abc

—+—+—2=5R— =

¢ a abc J@a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)
Ahora bien,

(ma+b+c)a—b+c)a+b—c)=—a®+a?b+ ab? — b3+ a’c — 2abc + b?*c + ac? + bc? — ¢3

Expresamos todo en funcién de p=a+b+c,q=ab+bc+ca;r =abc.

Como quiera que:
a’b? + b2c? + c?a® = q* — 2pr

a®>+ b3+ c3=p(p?—-3q) +3r

a’(b+c)+b%(a+c)+c*(a+b)=pq—3r

(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)=—p(P?—-3q)—3r+pq—3r—2r=—p3+4pqg—8r

(a+b+c)(—a+b+c)a—-b+c)a+b—c)=—p*+4p?q—8pr

En definitiva,
ab bc ca a%b? + b%c? + c?a? abc
—+—+—2>5R~ >
c a b abc Ja@a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)(a+b—c)
22 272 —p4 + 4p2g —
q* —2pr 5r _, (@® = 2pr)J—p* + 4p’q 8pr _ .

r o J-p*+4p*q—8pr r?


https://www.turgor.ru/lktg/2016/3/3-1en.pdf

Fijando los valores de p y r, resulta que la expresion de la izquierda alcanzara su valor extremo (Minimo) siy sélo
si dos de los lados {a, b, c} del triangulo son iguales. Paraello,seaa = b = 1;¢c = x.

Observamos que, de este modo, el tridangulo ABC es isdsceles, siendo ademas de entre todos los tridngulos no
obtusdngulos, el rectangulo el que posee el mayor valor para el tercer ladoc = x = V2.
Entonces,

_abc_\/f

T 45 T 2
De esta forma, tenemos que en efecto, esta tripleta de valores {a = b = 1, c = v/2} satisface la igualdad

asociada a la inecuacion:
ab bc ca 1 V2 5
—+—+—=5R->—+2V2=—+2V2==vV2
c * a * b _>w/2 * 2 * 2

Operando, tenemos:

5x 1 5 . 2x%+ 1)/ (2 +x)(2 — x) e

1
—+2x = - —+2x =

x JC+0x22-x) X J2+x)(2-x) x

Por tanto, por dicho g-Lema, tenemos ahora que hallar el valor extremo de la expresién de la izquierda.

En principio,

o) = 2x2+1)J2+x)(2—x)
esta definida en ]0,2]. i

Ahora bien, como el tridngulo es no obtusangulo, entonces x €]0, \/f] y como:

_ 232
f’(x):_ws(),

x2vV4 — x2

entonces es decreciente en todo su dominio y el minimo valor lo alcanzard en x = V2.

Como f(v2) =5 - f(x) = 5,x €]0,V2].

En definitiva, se verifica
ab bc ca
—+—+—2=5R
c a b



