Problema 895.-

Problema sin palabras:

Akopyan, A. (2018): Fiqure sans paroles #4.10.8

Solucion de Florentino Damian Aranda Ballesteros, Cordoba (Espaiia).

Sea L, punto de contacto de la circunferencia inscrita en el tridngulo ABC, de centro | y radio r
con el lado AC.

Sea F, el centro de la circunferencia inscrita en el tridngulo rectangulo CAE. Sea 7 el radio de la
mismay Dy H, los puntos de contacto con los lados AC y BC, respectivamente.

Sean Hy D, los puntos de contacto de la circunferencia inscrita en el triangulo en el tridngulo
rectangulo CAE, de centro Fy radio 1y con los lados BC y Ac, respectivamente.

Por la simetria de la figura, si
probamos que L, F y H estan
alineados, lo estaran entre si también,
M,Gy].

Lema: L, F y H estan alineados
perpendicularmente al lado BC.

Para probar este hecho, bastara
verificar e identificar la longitud del
segmento CH, en el tridngulo CLH,,
rectangulo en H;. Como este triangulo
es semejante al inicial ABC, tenemos
que:

CHy _ p—c
b~ a

Por tanto, CH; = %(a +b—c)

,Siendo p =%(a+b+c).

Por otro lado, sea H, el punto de contacto de la circunferencia inscrita en el triangulo
rectangulo CAE, de centro F y radio 77 con el lado BC.

Por tanto, CH, = q — AE, siendo q = %(CE + AE + b).


http://images.math.cnrs.fr/4-10-8.html?lang=fr
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Ahora bien, AE = h,, =%C, y b?>=CE-a- CE =b;.
En definitiva,

1 1(b%* bc b
CHy=q—AE=5(CE—AE+b) =2(> -2 +b)="(a+b—0)

a
—>CH2:CH1—>H2:H1:H.

En definitiva, L, F y H estan alineados perpendicularmente al lado BC. Procediendo de un
modo similar, también lo estarian los puntos M, G y J. En definitiva los lados LF y MG del
cuadrilatero LMGFson paralelos.

Vamos ahora a probar que tienen igual longitud LF y MG. De este modo, la figura coloreada
LMGF seria un paralelogramo.

* Longitud de LF.

LF =LH — HF = LH —ry.

Ahora bien,

LH CH c cb c
———ﬁLH—;CH—;Z(a+b—c)—>LH—§(a+b—c)

c b
Por otra parte,
1 AE -CE Lheb? b?
. = - . = ) = 2a a = c
"4 zAE CE=m l<ﬁ+b_f+b> a (a+b+c)
2\a a
En definitiva,
_ _c b2c _c (a+b—c)(a+b+c)—2b%c
LF = LH - HF = 2a (a +b C) a (a+b+c) - 2a (a+b+c)
_c (a2+b2—c2+2ab)—2bzc _ 2 12 27 _ € (2b2+2ab)—2b2c
LF = 2a (a+b+c) - {a =b"+c } - 2a (a+b+c)
bc
LF = a+b+c )
De igual modo, obtendriamos la longitud de MG = a+bc+c = LF

En definitiva, LM GF es un paralelogramo.

Ademas observamos otro detalle no menor en la configuracion dada.
b%c A c?b - bc
a(a+b+c)’ "2 " a(atb+c)’ ~ a+b+c

n =

b%c+c2b+abc b%c+c%b+abc bc
ntntr= a(a+b+c) ~  af(a+b+c)  a he-

Esdecir, h, =11+ 1, + 1.



