TRIANGULOS CABRI

Problema 895. (Akopyan, A. (2018), figura sin palabras) Dado un tridngulo ABC rectangulo en A, se
consideran el pie Q de la altura correspondiente al vértice A vy los puntos de contacto E y F de su
circunferencia inscrita con los lados AC y AB, respectivamente. Si Iz e Ic son los incentros de los
triangulos QAB y QCA, respectivamente, probar que el cuadrilatero EFlglc es un paralelogramo.

Solucién:

Como el tridngulo ABC es rectangulo en A, entonces:

Sa=0
a?=b%?+c?=7 Sg=c?
Sc =b?

Ademas, considerando coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC, resulta que:

E=(a+b—c:0:—a+b+c)=(a+b_C :0: —a+b+cj

2b 2b
F=(a—b+c:—a+b+c:O):(a_zchrC : _a+2lC3+C :O)

ycomo Q=(0:b?:c?), entonces, laecuacion de una recta general que pasa por este punto es:
px+c?y-b%z=0(peR)

e, imponiendo que forme angulos de i% con larecta BC (cuya ecuacion es x =0), obtenemos que:

_ (p+b?)+b*(p-c?) _

+bc p
11 1
10 0
P c2 _p2

y, de esta forma, hemos obtenido las ecuaciones de las bisectrices interiores de los angulos A CQA y A AQB:
+hexc?y —b2z=0
por lo que, al ser las ecuaciones de las bisectrices interiores correspondientes a los vértices B y C:
{ bg=0=cx-az
bc=0=bx-ay
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podemos obtener las coordenadas de los puntos Iz e I resolviendo los siguientes sistemas de ecuaciones:

0=cx—az o . _[ c . bb+c) . c? j
{Oz—bcxczy—b22=0 =ls=(ac:blb+c):c?)= a+b+c " a(@+b+c) al@a+b+c)

0=bx—ay . _[ b . b2 ._clb+c) J
{Ozbcxczy—bzz=0 = lo=(ab:b*:clb+e))=| grpic a(@+b+c) " ala+b+c)

Finalmente, podemos concluir que el cuadrilatero EFlglc es un paralelogramo, pues:

@® Como:
s of—a+b+c)? ., —a+b+c)’ (-a+b+c)’
EF? = 2 508 ) b2 =28 2)‘ 2
szcz[ blo+c) b2 ] 2[ cb+c) _ ¢? _ __ 2b%c?
BlC a@a+b+c) ala+b+c) a@@+b+c) al@a+b+c)) (a+b+c)?
entonces:
Epr_ 1,z o Catbed)?  2be? _lo+o-a?]" -2z
2 (a+b+c)? 2(a+b+c)? az=b2c?
por lo que:
EF =1zgl¢
@ Como:
Flzzcz[ b(b +c) _—a+b+c]2 bz[ c? ]2 _ b%c?
B a(a+b+c) 2c a(@a+b+c) ] a2 (34p+c)?
E|2=C2[ b? ]2+b2[ C(b+C) _—a+b+c]2 _ b2c?
¢ a@a+b+c) a@a+b+c) 2b 202+ (34 b+ )2
entonces:
FI3 = EI2
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